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АННОТАЦИЯ

Меры риска искажения ожидания в последние годы широко используются в финансовых и страховых приложениях благо-
даря своим привлекательным свойствам. В работах автора были введены два новых класса мер финансовых рисков «VaR 
в степени t» и «ES в степени t». Также автор исследовал вопрос о принадлежности этих мер риска к классу мер риска иска-
жения ожидания и описал соответствующие функции искажения. Целью данной работы является введение нового понятия 
мер риска искажения дисперсии, которое открывает значительное поле для исследования свойств этих мер риска, которые 
могут оказаться полезными в приложениях. В работе предложен метод поиска новых мер риска искажения дисперсии, 
которые можно использовать для приобретения мер риска, обладающих особыми свойствами. В результате исследования 
выяснилось, что к классу мер риска искажения дисперсии принадлежат меры риска, определенным образом связанные 
с мерами «VaR в степени t» и «ES в степени t». В работе описан композитный метод построения новых функций искажения 
дисперсии и соответствующих мер риска искажения. Этот метод использован для построения большого набора приме-
ров мер риска искажения дисперсии, которые могут найти применение при оценке определенных финансовых рисков 
катастрофической природы. Автор делает вывод, что исследование введенных в работе мер риска искажения дисперсии 
может быть полезно как для развития теоретических методов риск-менеджмента, так и в практике риск-менеджмента 
компаний при оценке маловероятных рисков высокой катастрофичности.
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abstract

In recent years, expectation distortion risk measures have been widely used in financial and insurance applications due to their 
attractive properties. The author introduced two new classes of financial risk measures “VaR raised to the power of t” and “ES 
raised to the power of t” in his works and also investigated the issue of the belonging of these risk measures to the class of risk 
measures of expectation distortion, and described the corresponding distortion functions. The aim of this study is to introduce 
a new concept of variance distortion risk measures, which opens up a significant area for investigating the properties of these 
risk measures that may be useful in applications. The paper proposes a method of finding new variance distortion risk measures 
that can be used to acquire risk measures with special properties. As a result of the study, it was found that the class of risk 
measures of variance distortion includes risk measures that are in a certain way related to “VaR raised to the power of t” and 
“ES raised to the power of t” measures. The article describes the composite method for constructing new variance distortion 
functions and corresponding distortion risk measures. This method is used to build a large set of examples of variance distortion 
risk measures that can be used in assessing certain financial risks of a catastrophic nature. The author concludes that the study 
of the variance distortion risk measures introduced in this paper can be used both for the development of theoretical risk 
management methods and in the practice of business risk management in assessing unlikely risks of high catastrophe.
Keywords: catastrophic financial risks; expectation distortion risk measures; variance distortion risk measures, distortion 
functions; composite method; coherent financial risk measures; “VaR raised to the power of t” risk measures; “ES raised 
to the power of t” risk measures
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ВВЕДЕНИЕ
Мерой риска мы будем называть отображение ρ 
множества случайных переменных X, связанных 
с рисковыми портфелями активов и/или обяза-
тельств (результативных переменных этих портфе-
лей), в действительную прямую R. В последующем 
обсуждении X будет представляться как величина 
соответствующих потерь, т. е. положительные зна-
чения переменных X будут представляться как 
потери, в то время как отрицательные значения 
представляют прибыль.

Меры риска искажения ожидания представляют 
собой особую и важную группу мер риска, которые 
широко используются в финансах и страховании 
в качестве расчета потребности в капитале и прин-
ципов расчета показателей, связанных с аппетитом 
к риску для регулятора и руководителя компании. 
Несколько популярных мер риска оказались относя-
щимися к семейству мер риска искажения ожидания. 
Например, ценность под риском (VaR), хвостовая 
ценность под риском или ожидаемый дефицит (ES) 
(см., например, [1–3]) и мера искажения S. S. Wang 
[4]. Меры риска искажения ожидания удовлетворяют 
важнейшим свойствам, которым должна обладать 
«хорошая» мера риска, включая положительную 
однородность, трансляционную инвариантность 
и монотонность (см., например, [5]).

Как было доказано D. Denneberg и S. Wang c 
J. Dhaene [6, 7], когда соответствующая функция 
искажения вогнута, мера риска искажения также 
является субаддитивной. VaR —  одна из самых по-
пулярных мер риска, используемых в управлении 
рисками и банковском надзоре из-за ее вычисли-
тельной простоты и по некоторым регуляторным 
причинам, несмотря на ее недостатки, как меры 
риска. Например, VaR не является субаддитивной 
мерой риска (см., например, [8, 9]). Мера риска ES, 
будучи когерентной (см, например, [2, 3]), интере-
суется только потерями, превышающими VaR, и иг-
норирует полезную информацию о распределении 
потерь ниже Va R.

L. Zhu и H. Li [10] представили и изучили меру 
риска искажения, которая была переформулирована 
F. Yang [11].

В работе C. Yin, D. Zhu [12] авторы, в частности, 
описали три метода построения мер риска искаже-
ния: композитный, способ смешивания и подход на 
основе теории копул (связок).

Многими исследователями были предложены 
новые классы мер искажения. Например, в качест-
ве расширения VaR и ES в работе J. Belles-Sampera, 
M. Guillén, M. Santolino [13] был предложен новый 
класс мер риска искажения, названных мерами риска 

GlueVaR, которые могут быть выражены как комби-
нация показателей VaR и ES при различных уровнях 
доверительных вероятностей. Они получили ана-
литические выражения замкнутой формы для этих 
мер при наиболее часто используемых функциях 
распределения в финансах и страховании. Примене-
ния мер риска GlueVaR, связанных с распределением 
капитала, были рассмотрены в статье [14].

В работе В. Б. Минасяна [15] были введены меры 
риска VaR в степени t, а в [16] доказано, что семей-
ство мер VaR в степени t является подмножеством 
множества мер риска искажения ожидания. То есть 
всякая мера риска VaR в степени t, при любом 1,t ≥
является мерой риска искажения ожидания с опре-
деленной функцией искажения. При этом данная 
функция искажения была предъявлена.

В последней работе также было введено семейство 
новых мер риска, названных мерами риска «ES в сте-
пени t» ( ( )[ ]t

pES X ), при любой доверительной вероят-
ности p и любом действительном 1t ≥ . В работе было 
исследовано взаимоотношение двух классов мер 
риска: мер риска искажения ожидания и мер риска 
ES в степени t и было доказано, что семейство мер 
ES в степени t является подмножеством множества 
мер риска искажения ожидания. То есть что всякая 
мера риска ES в степени t, при любом 1t ≥ , является 
мерой риска искажения ожидания с определенной 
функцией искажения. При этом данная функция 
искажения была предъявлена.

Ясно, что сложно поверить в то, что есть уни-
кальная мера риска, которая может охватывать все 
характеристики риска. Такой идеальной меры не 
существует. Более того, поскольку с каждой мерой 
риска, с риском, по сути, ассоциируется единое чи-
сло, то каждая конкретная мера не может исчерпать 
всю информацию о риске. Семейства мер риска VaR 
в степени t и ES в степени t, как показано в рабо-
тах В. Б. Минасяна [15, 16], позволяют исследовать 
правый хвост распределения потерь с любой необ-
ходимой для данного случая точностью, т. е. иссле-
довать хвост распределения настолько тщательно, 
насколько это необходимо в данных конкретных 
обстоятельствах. Вообще в процессе исследования 
разумно искать меры риска, которые идеально под-
ходят для конкретной частной проблемы. Так как 
все предлагаемые меры риска имеют недостатки 
и ограничены в применении, выбор соответству-
ющей меры риска продолжает оставаться горячей 
темой в управлении рисками.

В свете этого развитие новых областей обнару-
жения новых мер риска, обладающих возможностью 
точнее оценить конкретные типы катастрофиче-
ских рисков, учитывая всевозможные необходимые 
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свойства таких мер, представляется правомерным. 
В данной работе предпринята попытка предложения 
нового направления поиска таких мер с соответст-
вующей методологией их поиска. Мы предлагаем 
новое понятие мер риска искажения дисперсии, 
которое открывает новую область такого поиска.

Функции искажения
Функцией искажения является неубывающая функ-
ция g: [0,1] → [0,1] такая, что g (0) = 0, g (1) =1. Мно-
гие функции искажения g уже были предложены 
в литературе. Резюме различных функций искаже-
ния, применяемых для построения мер риска иска-
жения ожидания, можно найти в [9, 16].

Меры риска  
искажения ожидания

Пусть ( Ω , F, P) —  вероятностное пространство, на 
котором определены все случайные переменные, 
представляющие интересующие нас риски. Пусть

xF  —  интегральная функция распреде ления случай-
ной переменной X, а дуальную функцию распреде-
ления обозначим xF , т. е. 1 ( ) { }.XF F x P X x= − = >  
Пусть g —  функция искажения.

Искаженное ожидание случайной переменной X 
обозначается [ ]E

g Xρ  и определяется, как
0

0

[ ] ( ( )) [ ( ( )) 1] ,E
g X XX g F x dx g F x dx

+∞

−∞

ρ = + −∫ ∫   (1)

при условии, что, по меньшей мере, один из двух 
интегралов, указанных выше, является конечным. 
Если X неотрицательная случайная переменная, то 

E
gρ  упрощается до

0

[ ] ( ( )) .E
g XX g F x dx

+∞

ρ = ∫

Следует заметить, что данное определение под-
разумевает, что в случае, когда функция искажения 
является тождественной функцией, т. е. xxg =)( , то, 
как легко проверить, искаженное ожидание совпа-
дает с обычным ожиданием: [ ] [ ].E

g X E Xρ =
Вследствие того, что ожидаемое значение слу-

чайной величины считается важнейшим способом 
оценки будущего значения случайной величины X, 
естественно предположить, что, так как риски воз-
никают из-за того или иного отклонения значения 
случайной величины от ее ожидаемого значения, то 
соответствующие меры риска можно смоделировать 
в виде соответствующего «искажения» ожидаемого 
значения с помощью соответствующей функции 
искажения.

Искаженное ожидание [ ]E
g Xρ  называется мерой 

риска искажения ожидания с функцией искажения g 
(см., например, [17]).

Как было замечено в [9], известная мера риска VaR 
(см., например, [1–3]) является мерой риска иска-
женного ожидания, соответствующей функции иска-
жения { 1 }( ) 1 ,   p (0,1),x pg x > −= ∈  [ ] VaR [ ]E

g pX Xρ = .
Меры риска искажения ожидания представляют 

собой особый класс мер риска, которые были введе-
ны D. Denneberg [6] и доработаны S. S. Wang [4, 18].

Меры риска искажения ожидания удовлетво-
ряют множеству свойств, включая положительную 
однородность, трансляционную инвариантность 
и монотонность.

Известно (см., [17]), что другой после VaR мерой 
риска, которая представляется как мера риска иска-
жения ожидания, являются известная мера ES —  мера 
ожидаемого дефицита, условная VaR (см., например, 
[1–3]). Соответствующей функцией искажения 
 
является ( ) min{ ,1},  p [0,1]

1

x
g x

p
= ∈

−
, и в предпо-

ложении непрерывности функции распределения 
xF  соответствующей мерой риска искажения ожи-

дания является

[ ] ES [ ]E
g pX Xρ = .

В работе В. Б. Минасяна [16] доказано (см. Пред-
ложение 4), что введенные им в работах [15] меры 
риска VaR в степени t, (t)

pVaR [ ]X  при любом дейст-
вительном t 1≥  являются мерами риска искажения 
ожидания, причем соответствующую функцию иска-
жения можно описать следующим образом.

Представим число t в следующем виде: ,t k= + α  
где k —  натуральное число, а  α  —  действительное 
число, причем 0 1.≤ α <  Тогда мера риска ( )[ ]t

pVaR X  
будет мерой риска искажения ожидания, которую 
можно представить в виде суперпозиции функций 
искажения

{ 1 }1 ( )x p x> − , ( ) min{ ,1}
1

x
g x

p
=

−
 

и  ( ) min{ ,1}
1

x
g x

pα =
− α

 и 
1

1
1( ) k

kg x x −
− =

следующими двумя способами:

{ 1 } { 1 } 1

1

( ) 1 ( ( (...( ( ( )) 1 ( ( ( ))),x p x p k

k

h x g g g g x g g x> − α > − − α
− −

= =


ðàç

т.е.
( )[ ] [ ]t E
p hVaR X X= ρ .
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В работе [16] также доказано (см. Предложение 4), 
что введенные меры риска ES в степени t, ( )[ ]t

pES X  
при любом действительном t 1≥  являются мерами 
риска искажения ожидания, причем соответствую-
щую функцию искажения можно описать следующим 
образом.

Представим число t в следующем виде: ,t k= + α  
где k —  натуральное число, а  α  —  действительное 
число, причем 0 1≤ α < , тогда мера риска ( )[ ]t

pES X  
будет мерой риска искажения ожидания, и она по-
лучается как мера риска, соответствующая функ-
ции искажения, получаемой в виде суперпозиции 
функций

( ) min{ ,1}
1

x
g x

p
=

−
и функции ( ) min{ ,1}

1

x
g x

pα =
− α

 следующего

вида:

раз

( ) ( (...( ( ( ))
k

h x g g g g xα
−

=


,

т.е. ( )[ ] [ ]t E
p hES X X= ρ .

Меры риска  
искажения дисперсии

Самой устоявшейся мерой риска любого фактора 
риска, представляющегося некоторой случайной 
величиной X, является дисперсия данной вели-
чины (или ее среднеквадратическое отклонение). 
Меры риска искажения ожидания возникли путем 
«искажения» ожидаемого значения X, и исследова-
ние данного класса мер привело к существенному 
прогрессу в методах оценки катастрофических мер 
риска. Возникает вопрос: нельзя ли предложить 
определенным образом «искажать» дисперсию 
с надеждой на то, что этот подход породит новый 
класс мер, который можно было бы назвать мера-
ми риска искажения дисперсии. Мы надеемся на то, 
что они будут обладать богатой структурой, позво-
ляющей в ней находить меры риска, удовлетворя-
ющие определенные потребности риск-менедже-
ров, не удовлетворенные другими классами мер 
риска.

Следует заметить, что данное определение 
должно быть таким, чтобы в случае, когда функция 
искажения является тождественной функцией, т. е. 

( )g x x= , искаженное значение дисперсии, которое 
мы будем обозначать D

gρ , совпадало с обычной ди-
сперсией случайной величины, т. е. [ ] [ ].D

g X D Xρ =
Чтобы привести саму дисперсию к виду, удобно-

му для ее «искажения», преобразуем ее известное 
выражение:

 2[ ] ( [ ]) ( )XD X x E X dF x
+∞

−∞

= −∫ .

Преобразование, приводимое ниже, справедливо 
в следующих предположениях:

А) 2lim (1 ( )) 0X
x

x F x
→+∞

− = .

B) 2lim ( ) 0X
x

x F x
→−∞

= .

Предположение A) означает, что ( ) 1XF x →  при 
x → +∞  с достаточно большой скоростью. Для не-
прерывных распределений всегда ( ) 1XF x →  при 
x → +∞ . Но здесь необходимо, чтобы стремление 

( )XF x к 1 происходило быстрее, чем 2x  стремится 
к бесконечности.

Предположение B) означает, что ( ) 0XF x →  при 
x → −∞  с достаточно большой скоростью. Для не-
прерывных распределений всегда ( ) 0XF x →  при 
x → −∞ . Но здесь необходимо, чтобы стремление 

( )XF x к 0 происходило быстрее, чем 2x стремится 
к бесконечности.

Используя интегрирование по частям и предпо-
ложения A) и B), имеем:

2

[ ]

[ ] ( [ ]) (1 ( ))X

E X

D X x E X d F x
+∞

= − − − +∫  

[ ]
2( [ ]) ( )

E X

Xx E X dF x
−∞

+ − =∫

2
[ ]( [ ]) (1 ( )) |X E Xx E X F x +∞− − − +  

[ ]

2 (1 ( ))( [ ])X

E X

F x x E X dx
+∞

+ − − +∫

+
2 [ ]( [ ]) ( ) |E X

Xx E X F x −∞− −  

–
[ ]

2 ( )( [ ])
E X

XF x x E X dx
−∞

− =∫

[ ]

2 ( ))( [ ])X

E X

F x x E X dx
+∞

= − +∫  

[ ]

2 [ ( ) 1]( [ ]) .
E X

XF x x E X dx
−∞

+ − −∫
Исходя из последнего выражения, вполне естест-

венным является введение следующего определения. 
Пусть g —  функция искажения.

Искаженная дисперсия случайной переменной X, 
соответствующая функции искажения g, обознача-
ется [ ]D

g Xρ  и определяется, как
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 [ ]D
g Xρ =

[ ]

2 ( ( ))( [ ])X

E X

g F x x E X dx
+∞

− +∫   

 
      

[ ]

2 [ ( ( )) 1]( [ ]) .
E X

Xg F x x E X dx
−∞

+ − −∫   (2)

при условии, что, по меньшей мере, один из двух 
интегралов выше является конечным.

Следует заметить, что когда функция искажения 
является тождественной функцией, т. е. ( ) ,g x x=  то 
искаженная дисперсия совпадает с обычной диспер-
сией: [ ] [ ].D

g X D Xρ =
Искаженную дисперсию [ ]D

g Xρ  мы будем на-
зывать мерой риска искажения дисперсии с функцией 
искажения g.

С использованием определения (2) несложно про-
верить, что мера риска искажения дисперсии с любой 
функцией искажения g от постоянной (не случайной) 
величины X = const = c равна нулю. То есть [ ] 0.D

g cρ =

Нахождение мер риска из класса мер риска 
искажения дисперсии

Сейчас мы будем искать меры риска, содержащи-
еся во множестве мер риска искажения дисперсии.

Поиск соответствующих мер мы будем осуществ-
лять с помощью выбора определенной функции 
искажения и получения вычислительной формулы 
для меры риска искажения дисперсии, соответст-
вующей данной функции искажения.

Вогнутая функция искажения

 { 1 }( ) 1 ,   p (0,1)x pg x > −= ∈ .

Данная функция искажения во множестве мер 
риска искажения ожидания приводила к мере ри-
ска VaR (см. [13]). Интересно, к какой мере риска 
приведет она же, примененная для построения со-
ответствующей меры риска искажения дисперсии?

Мы здесь и далее будем предполагать непрерыв-
ность функции распределения случайной величины 
X, представляющей соответствующий фактор риска.

Согласно формуле (2) имеем:

[ ]D
g Xρ = { ( ) 1 }

[ ]

2 1 ( [ ])
XF x p

E X

x E X dx
+∞

> − − +∫
[ ]

{ ( ) 1 }2 [1 1]( [ ])
X

E X

F x p x E X dx> −
−∞

+ − − =∫

= { ( ) }

[ ]

2 1 ( [ ])
XF x p

E X

x E X dx
+∞

≤ − +∫

[ ]

{ ( ) }2 [1 1]( [ ])
X

E X

F x p x E X dx≤
−∞

− −∫ .

Обозначая через 1
XF −  функцию, обратную к функ-

ции распределения XF , получаем:

[ ]D
g Xρ = 1{ ( )}

[ ]

2 1 ( [ ])
Xx F p

E X

x E X dx−

+∞

≤ − +∫

     1

[ ]

{ ( )}
2 [1 1]( [ ])

X

E X

x F p
x E X dx−≤

−∞

+ − −∫ .  (3)

При дальнейшем выводе формулы для [ ]D
g Xρ  

нам придется рассмотреть два случая.
А) Предположим, что 1( ) [ ]XF p E X− < , т. е. 

[ ] [ ]pVaR X E X< .
В этом случае очевидно, что первый интеграл 

в формуле (3) равен нулю. И мы получаем:

[ ]D
g Xρ = 1

[ ]

{ ( )}
2 [1 1]( [ ])

X

E X

x F p
x E X dx−≤

−∞

− −∫ = 

1

[ ]

( )

2 ( [ ])

X

E X

F p

x E X dx
−

= − − =∫ 1
2 [ ]

( ) [ ]
( [ ]) |

X p

E X
F p VaR X

x E X − =− − =

2( [ ] [ ])pVaR X E X= − .

Рассмотрим теперь второй случай.
В) Предположим, что 1( ) [ ]XF p E X− ≥ , т. е. 

[ ] [ ]pVaR X E X≥ .
В этом случае очевидно, что второй интеграл 

в формуле (3) равен нулю. И мы получаем:

[ ]D
g Xρ = 1{ ( )}

[ ]

2 1 ( [ ])
Xx F p

E X

x E X dx−

+∞

≤ −∫ = 

1( )

[ ]

2 ( [ ])
XF p

E X

x E X dx

−

= − =∫
1( ) [ ]2

[ ]( [ ]) | X pF p VaR X
E Xx E X

− =− =

2( [ ] [ ])pVaR X E X= − .

Таким образом, доказано следующее предло-
жение.

Предложение 1
Мерой риска искажения дисперсии, соответству-

ющей функции искажения { 1 }( ) 1 ,   p (0,1),x pg x > −= ∈
является мера риска

[ ]D
g Xρ = 2( [ ] [ ])pVaR X E X− .

Заметим, что величина [ ] [ ]D D
g gX Xρ = ρ  также 

может служить мерой риска, причем ее размерность, 
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в отличие от [ ]D
g Xρ , совпадает с размерностью слу-

чайной величины X.
Причем, очевидно,

[ ]D
g Xρ = | [ ] [ ] | | [ ] |rel

p pVaR X E X VaR X− = ,

где через [ ]rel
pVaR X  здесь обозначено относитель-

ное значение VaR, т. е. величина максимально воз-
можного неблагоприятного отклонения случайной 
величины X с заданной вероятностью p.

Вогнутая функция искажения

 ( ) min{ ,1},  p [0,1]
1

x
g x

p
= ∈

−
.

Данная функция искажения во множестве мер 
риска искажения ожидания приводила к мере риска 
ES (см. [17]). Интересно, к какой мере риска приведет 
она же, примененная для построения соответству-
ющей меры риска искажения дисперсии?

Для того чтобы воспользоваться формулой (2), 
предварительно преобразуем выражение ( ( )).Xg F x
Мы имеем:

( ( ))Xg F x =

XF ( )
, ( ) 1( )

1min{ ,1}
1

1, ( ) 1

XX

X

x
F x pF x

p
p

F x p


≤ − −= = −  > −

åñëè

åñëè

,

или

1 ( )
, ( )

1( ( ))

1, ( ) ,

X
X

X

X

F x
F x p

pg F x

F x p

− > −= 
 ≤

åñëè

åñëè

а значит,

1

1

1 ( )
, ( )

1( ( ))

1, ( ).

X
X

X

X

F x
x F p

pg F x

x F p

−

−

− > −= 
 ≤

åñëè

åñëè

При дальнейшем выводе формулы для [ ]D
g Xρ  

нам придется рассмотреть два случая.
А) Предположим, что 1( ) [ ]XF p E X− < , т. е. 

[ ] [ ]pVaR X E X< .
В этом случае первый интеграл в формуле (2) 

имеет вид:

[ ]

2 ( ( ))( [ ])X

E X

g F x x E X dx
+∞

−∫  = 

[ ]

1 ( )
2 ( [ ])

1
X

E X

F x
x E X dx

p

+∞ −
= −

−∫ .

Второй интеграл в формуле (2) можно преобра-
зовать так:

[ ]

2 [ ( ( )) 1]( [ ])
E X

Xg F x x E X dx
−∞

− −∫  = 

1

[ ]

( )

1 ( )
2 [ 1]( [ ])

1
X

E X

X

F p

F x
x E X dx

p−

−
= − −

−∫ .

Поэтому, согласно формуле (2), получаем:

[ ]D
g Xρ  = 

[ ]

1 ( )
2 ( [ ])

1
X

E X

F x
x E X dx

p

+∞ −
−

−∫  + 

1

[ ]

( )

1 ( )
2 [ 1]( [ ])

1
X

E X

X

F p

F x
x E X dx

p−

−
+ − −

−∫  =

= 
1( )

1 ( )
2 ( [ ])

1
X

X

F p

F x
x E X dx

p−

+∞ −
− −

−∫  

1

[ ]

( )

2 ( [ ])

X

E X

F p

x E X dx
−

− =∫

1

1

2 2 [ ]
( )

( )

1
(1 ( )) ( [ ]) ( [ ]) | .

1 X

X

E X
X F p

F p

F x d x E X x E X
p

−

−

+∞

= − − − −
− ∫

Тогда, используя интегрирование по частям, по-
лучаем:

[ ]D
g Xρ = 1

21
( [ ]) (1 ( )) |

1 X
X F

x E X F x
p

−
+∞− −

−
+

1

2 1 2

( )

1
( [ ]) ( ) ( ( ) [ ]) .

1
X

X X

F p

x E X dF x F p E X
p −

+∞
−+ − + −

− ∫

Воспользовавшись условием А), получаем:

[ ]D
g Xρ  = 1 2 11

( ( ) [ ]) (1 ( ( )))
1 X X XF p E X F F p

p
− −− − − +

−
1 2( ( ) [ ])XF p E X−+ −  +

    + 
1

2

( )

1
( [ ]) ( ).

1
X

X

F p

x E X dF x
p −

+∞

−
− ∫   (4)

И с п о л ь з у я  о ч е в и д н о е  с о о т н о ш е н и е 
1( ( ))X XF F p p− = , легко увидеть, что сумма первых 

двух слагаемых в формуле (4) равна нулю, а значит, 
справедлива формула:

[ ]D
g Xρ  = 

1

2

( )

1
( [ ]) ( )

1
X

X

F p

x E X dF x
p −

+∞

−
− ∫ .

Рассмотрим теперь второй случай.
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В) Предположим, что 1( ) [ ]XF p E X− > , т. е. 
[ ] [ ]pVaR X E X> .

В этом случае, очевидно, второй интеграл в фор-
муле (2) равен нулю, т. е.

[ ]

2 [ ( ( )) 1]( [ ]) 0
E X

Xg F x x E X dx
−∞

− − =∫ .

Поэтому, согласно формуле (2), имеем:

[ ]D
g Xρ =

[ ]

2 ( ( ))( [ ])X

E X

g F x x E X dx
+∞

−∫ = 

1( )

[ ]

2 ( [ ])
XF p

E X

x E X dx

−

= −∫ +

1( )

1 ( )
2 ( [ ])

1
X

X

F p

F x
x E X dx

p−

+∞ −
+ − =

−∫
1( )2

[ ]( [ ]) | XF p
E Xx E X

−

= − +

1

2

( )

1
(1 ( )) ( [ ])

1
X

X

F p

F x d x E X
p −

+∞

+ − −
− ∫ .

Тогда, используя интегрирование по частям, по-
лучаем:

[ ]D
g Xρ =  

1
1 2 2

( )

1
( ( ) [ ]) ( [ ]) (1 ( )) |

1 X
X X F p

F p E X x E X F x
p

−
− +∞= − + − − +

−

+ 
1

2

( )

1
( [ ]) ( )

1
X

X

F p

x E X dF x
p −

+∞

−
− ∫ .

Воспользовавшись условием А), получаем:

[ ]D
g Xρ =

1 2 1 2 11
( ( ) [ ]) ( ( ) [ ]) (1 ( ( )))

1X X X XF p E X F p E X F F p
p

− − −= − − − − +
−

+
1

2

( )

1
( [ ]) ( )

1
X

X

F p

x E X dF x
p −

+∞

−
− ∫ .

И с п о л ь з у я  о ч е в и д н о е  с о о т н о ш е н и е 
1( ( ))X XF F p p− = , легко увидеть, что сумма первых 

двух слагаемых в формуле (4) равна нулю, а значит, 
справедлива формула:

             [ ]D
g Xρ =

1

2

( )

1
( [ ]) ( )

1
X

X

F p

x E X dF x
p −

+∞

−
− ∫ .  (5)

Таким образом, мы доказали, что во всех случаях 
данная мера риска искажения дисперсии представ-
ляется формулой (5).

Данную формулу можно записать и в следующем 
виде:

     [ ]D
g Xρ  = 2

[ ]

1
( [ ]) ( )

1
p

X

VaR X

x E X dF x
p

+∞

−
− ∫ .  (6)

Вспомнив формулу для дисперсии:

2 2[ ] [( [ ]) ] ( [ ]) ( )XD X E X E X x E X dF x
+∞

−∞

= − = −∫

и сравнив ее с формулой (6), а также, учитывая, что 
{ [ ]} 1pP X VaR X p> = − , получаем и такое пред-

ставление для этой меры риска:

[ ]D
g Xρ  = 2[( [ ]) | [ ]]pE X E X X VaR X− > ,  (7)

где E[Y|A] обозначает условное ожидаемое значе-
ние случайной величины Y, при условии реализа-
ции случайного события A.

Или, если определить условную дисперсию, при 
условии [ ]pX VaR X>  выражением:

2[ | [ ]] [( [ ]) | [ ]],p pD X X VaR X E X E X X VaR X> = − >

получаем следующее представление для этой меры 
риска искажений дисперсии:

 [ ]D
g Xρ = [ | [ ]]pD X X VaR X> .  (8)

Таким образом, доказано следующее предло-
жение.

Предложение 2
a) мерой риска искажения дисперсии, соответ-

ствующей функции искажения
 

( ) min{ ,1},  p [0,1]
1

x
g x

p
= ∈

−
, является мера риска

[ ]D
g Xρ  = 2

[ ]

1
( [ ]) ( )

1
p

X

VaR X

x E X dF x
p

+∞

−
− ∫ ;

b) эту меру риска также можно представить 
в виде

[ ]D
g Xρ  = [ | [ ]]pD X X VaR X> ,

где 

2[ | [ ]] [( [ ]) | [ ]].p pD X X VaR X E X E X X VaR X> = − >
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То есть эта мера риска потерь представляет услов-
ную дисперсию случайного фактора X, представ-
ляющего риск, при условии, что величина данных 
потерь превысила величину [ ]pVaR X .

Как известно, меру риска ES, в случае непрерыв-
ности функции распределения случайной величины 
X, также можно представить двумя способами:

      
1

1
[ ] [ ]

1p q

p

ES X VaR X dq
p

=
− ∫   (9)

и
    [ ] [ | [ ]]p pES X E X X VaR X= > .  (10)

Сравнивая формулу (10) и представление нашей 
новой меры риска искажения дисперсии [ ]D

g Xρ  
в пункте b) Предложения 2, мы видим, что в классе 
мер риска искажения дисперсии новая мера риска 

[ ]D
g Xρ  имеет ту же значимость, что и мера [ ]pES X  

в классе мер риска искажения ожидания.
Отсюда можно сделать вывод, что значимость 

данной меры для теории и практики риск-менед-
жмента может быть не меньше значимости меры 
риска ES.

И еще, глядя на формулу (9), хотелось бы иметь 
формулу для нашей меры риска искажения диспер-
сии [ ]D

g Xρ  в форме, аналогичной формуле (9) для 
меры риска ES.

Можно доказать справедливость следующего 
утверждения.

Предложение 3
Меру риска искажения дисперсии [ ]D

g Xρ , соот-
ветствующую функции искажения 

( ) min{ ,1},  p [0,1]
1

x
g x

p
= ∈

−
, можно представить 

в виде:

     
1

21
[ ] ( [ ])

1
rel

g q

p

X VaR X dq
p

ρ =
− ∫ ,  (11)

где

[ ] [ ] [ ]rel
q qVaR X VaR X E X= − , значение соответ-

ствующей относительной меры риска VaR.
Доказательство
Согласно формуле (6) имеем:

[ ]D
g Xρ  = 2

[ ]

1
( [ ]) ( )

1
p

X

VaR X

x E X dF x
p

+∞

−
− ∫ .

Совершим в данном интеграле замену перемен-
ной: 1( ) [ ]X qx F q VaR X−= =  с учетом того, что при 

q = 1 переменная x принимает значение + ∞ , а при 
q = p переменная x принимает значение [ ].pVaR X
Тогда получаем:

[ ]D
g Xρ  = 

1
21

( [ ] [ ])
1 q

p

VaR X E X dq
p

−
− ∫  = 

1
21

( [ ])
1

rel
q

p

VaR X dq
p

=
− ∫ .

Предложение доказано.
Заметим, что величина [ ] [ ]D D

g gX Xρ = ρ  также 
может служить мерой риска, причем ее размерность, 
в отличие от [ ]D

g Xρ , совпадает с размерностью слу-
чайной величины X.

Из Предложения 2 следует, что данная мера риска 
искажения дисперсии представляет собой новую 
меру катастрофических рисков.

Представляет интерес сравнение оценок риска, 
полученных с помощью данной меры и меры ри-
ска искажения дисперсии, полученной в предыду-
щем рассмотрении с помощью функции искажения 

{ 1 }( ) 1 ,   p (0,1)x pg x > −= ∈ .
Можно доказать следующее утверждение.
Утверждение 1
Справедливо следующее неравенство:

[ ]D
g Xρ 2( [ ] [ ])pVaR X E X≥ − ,

а значит, и

    [ ]D
g Xρ ≥ | [ ] [ ] | | [ ] |rel

p pVaR X E X VaR X− = ,

где через [ ]rel
pVaR X  здесь обозначено относитель-

ное значение VaR, т. е. величину максимально воз-
можного неблагоприятного отклонения случайной 
величины X с заданной вероятностью p.

Доказательство
Из формулы (6), очевидно, следует неравенство

[ ]D
g Xρ  

2

[ ]

( [ ] [ ])
( )

1
p

p
X

VaR X

VaR X E X
dF x

p

+∞−
≥

− ∫ .

Однако

1

[ ]

( ) ( ) ( ( )) 1

p

X X X X

VaR X

dF x F F F p p
+∞

−= +∞ − = −∫ .

Откуда следует справедливость требуемого не-
равенства:

[ ]D
g Xρ 2( [ ] [ ])pVaR X E X≥ − ,
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а значит, и

[ ]D
g Xρ ≥ | [ ] [ ] | | [ ] |rel

p pVaR X E X VaR X− = .

Утверждение доказано.
Смысл данного утверждения в том, что данная 

мера риска искажения дисперсии всегда дает оценки 
риска, превышающие (или равные) оценки риска, 
полученные с помощью первой предложенной нами 
меры риска искажения дисперсии, соответствующей 
функции искажения

 { 1 }( ) 1 ,   p (0,1)x pg x > −= ∈ .

КОМПОзИТНЫЙ МЕТОД СОзДАНИЯ 
НОВЫХ ФУНКЦИЙ ИСКАЖЕНИЯ И МЕР 

РИСКА ИСКАЖЕНИЯ ДИСПЕРСИИ
Функции искажения могут рассматриваться как 
отправная точка для построения семейства мер 
риска искажения. Таким образом, построение 
и выбор функций искажения играют важную роль 
в разработке различных семейств мер риска с раз-
личными свойствами. В работе C. Yin, D. Zhu [12] 
рассматриваются три метода: композитный метод, 
способы смешивания и копулы, которые позволя-
ют построить новые классы функций и мер риска 
искажения с использованием имеющихся в распо-
ряжении функций и мер искажения.

Мы в данной работе будем обсуждать и разви-
вать лишь первый из них —  композитный метод 
и применять его для получения новых мер риска 
искажения дисперсии.

В композитном методе для построения новых 
функций искажения применяется композиция функ-
ций искажения.

Пусть 1 2, ,...h h  являются функциями искаже-
ния, определим 1 1f ( ) ( )x h x=  и сложные функции 

n 1f ( ) ( ( ))n nx f h x−= , n = 1, 2, …  Легко проверить, что 

nf ( )x , n = 1, 2,… также являются функциями иска-
жения. Если 1 2, ,...h h  вогнутые функции искажения, 
тогда каждая nf ( )x  вогнута, и они удовлетворяют 
условиям:

1 2 3 ...f f f≤ ≤ ≤

Теперь мы будем строить функции искажения, 
используя композитный метод, в виде суперпозиции 
известных функций искажения, которые приводили 
к построению интересных мер риска искажения 
ожидания. Мы будем надеяться, что в применении 
их к построению мер риска искажения дисперсии 
можно будет построить новые меры риска с инте-
ресными свойствами.

Примеры мер риска искажения дисперсии, полу-
чаемые с помощью композитного метода

Пример 1. Рассмотрим выпуклую функцию  
 
искажения 

1
( )

1

xe
g x

e

−=
−

 и функцию искажения, по-

лучаемого в виде следующей суперпозиции функций 
искажения:

( )h x = { 1 }1 ( ( ))x p g x> − .

Очевидно, что

( )h x = { ( ) 1 }1 ( )g x p x> − = { ln(1 ( 1)(1 ))}1 ( )x e p x> + − − =

{ 1 (1 ln(1 ( 1)(1 ))}1 ( ).x e p x> − − + − −=

Тогда с помощью Предложения 1 из последнего 
выражения следует формула для меры риска искаже-
ния дисперсии, соответствующей данной функции 
искажения h(x):

[ ]D
h Xρ  = 2

1 ln(1 ( 1)(1 ))( [ ] [ ])e pVaR X E X− + − − − =

2
1 ln(1 ( 1)(1 ))( [ ]) ,rel

e pVaR X− + − −=

где через 1 ln(1 ( 1)(1 ))[ ]rel
e pVaR X− + − −  обозначена соответ-

ствующая мера относительной величины Va R.
При p = 0,95 получаем [ ]D

h Xρ = 2
0.032( [ ]) .relVaR X

Пример 2. Рассмотрим вогнутую функцию  
 
искажения ( ) sin

2
g x x

π=  и функцию искажения, 

получаемого в виде следующей суперпозиции функ-
ций искажения:

( )h x = { 1 }1 ( ( ))x p g x> − .

Очевидно, что

( )h x = { ( ) 1 }1 ( )g x p x> − = 2
{ arcsin(1 )}

1 ( )
x p

x
> −

π

=

2
{ 1 (1 arcsin(1 ))}

1 ( ).
x p

x
> − − −

π

=

Тогда, с помощью Предложения 1, из последнего 
выражения следует формула для меры риска искаже-
ния дисперсии, соответствующей данной функции 
искажения h(x):

[ ]D
h Xρ  = 2

2
1 arcsin(1 )

( [ ] [ ])
p

VaR X E X
− −

π

− =

2
2

1 arcsin(1 )
( [ ]) ,rel

p
VaR X

− −
π

=
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где через 21 arcsin(1 )[ ]rel
pVaR X

π− −  обозначена соответст-
вующая мера относительной величины Va R.

При p = 0,95 получаем [ ]D
h Xρ = 2

0.9682( [ ]) .relVaR X
Пример 3. Рассмотрим вогнутую функцию  

 
искажения 

ln( 1)
( )

ln 2

x
g x

+=  и функцию искажения, 

получаемого в виде следующей суперпозиции функ-
ций искажения:

( )h x = { 1 }1 ( ( ))x p g x> − .

Очевидно, что

( )h x = { ( ) 1 }1 ( )g x p x> − = 1{ 2 1}
1 ( )px

x−> − = 1{ 1 (2 2 )}
1 ( ).px

x−> − −

Тогда с помощью Предложения 1 из последнего 
выражения следует формула для меры риска искаже-
ния дисперсии, соответствующей данной функции 
искажения h(x):

[ ]D
h Xρ  = 1

2
2 2

( [ ] [ ])pVaR X E X−− − = 1
2

2 2
( [ ]) ,p

relVaR X−−

где через 12 2
[ ]p

relVaR X−−  обозначена соответствую-
щая мера относительной величины Va R.

При p = 0,95 получаем [ ]D
h Xρ = 2

0.97( [ ]) .relVaR X
Пример 4. Рассмотрим вогнутую функцию иска-

жения ( ) ,0 1g x xα= < α <  и функцию искажения, 
получаемого в виде следующей суперпозиции функ-
ций искажения:

( )h x = { 1 }1 ( ( ))x p g x> − .

Очевидно, что

( )h x = { ( ) 1 }1 ( )g x p x> − = 1

{ (1 ) }

1 ( )
x p

x
α> −

=

1

{ 1 (1 (1 ) )}

1 ( ).
x p

x
α> − − −

=

Тогда с помощью Предложения 1 из последнего 
выражения следует формула для меры риска искаже-
ния дисперсии, соответствующей данной функции 
искажения h(x):

[ ]D
h Xρ  = 1

2

1 (1 )

( [ ] [ ])
p

VaR X E X
α− −

− =

1
2

1 (1 )

( [ ]) ,rel

p

VaR X
α− −

=

где через 1

1 (1 )

[ ]rel

p

VaR X
α− −

 обозначена соответствующая  
 
мера относительной величины Va R.

При 
1

2
α = и p = 0,95 получаем [ ]D

h Xρ =

2
0.9975( [ ]) .relVaR X=

Пример 5. Рассмотрим вогнутую функцию иска-
жения 1( ) xg x xe −=  и функцию искажения, получа-
емого в виде следующей суперпозиции функций 
искажения:

( )h x = { 1 }1 ( ( ))x p g x> − .

Очевидно, что

( )h x = { ( ) 1 }1 ( )g x p x> − = 1
{ ( }

1 ( )p
x W

e

x−>− −
=

1
{ 1 (1 ( ))}

1 ( ),p
x W

e

x−> − + −
=

где через ( )W x  обозначена известная функция 
Ламберта (о функции Ламберта и ее свойствах см. 
[19], пример ее применения см. [16]).

Тогда с помощью Предложения 1 из последнего 
выражения следует формула для функции искаже-
ния дисперсии, соответствующей данной функции 
искажения h(x):

[ ]D
h Xρ  = 2

1
1 ( )

( [ ] [ ])p
W

e

VaR X E X−+ −
− =

2
1

1 ( )
( [ ]) ,rel

p
W

e

VaR X−+ −
=

где через 1
1 ( )

[ ]rel
p

W
e

VaR X−− −
 обозначена соответствую-

щая мера относительной величины VaR (см. [16]).
При p = 0,95 получаем [ ]D

h Xρ = 2
0.9813( [ ]) .relVaR X

Меры риска искажения дисперсии, получаемые 
с помощью суперпозиции функций искажения:

{ 1 }1 ( )x p x> − , ( ) min{ ,1}
1

x
g x

p
=

−
, 

( ) min{ ,1}, [0,1]
1

x
g x p

pα = ∈
− α

и
1

( ) n
ng x x= .

Изучим для начала меры риска искажения ди-
сперсии, которые можно получить с помощью 
функции искажения h(x), получаемой с помощью 
следующих суперпозиций:

{ 1 } { 1 }

1 раз

( ) 1 ( ( (...( ( )) 1 ( ( ))x p x p n

n

h x g g g x g x> − > −
− −

= =


.
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Данная вогнутая функция искажения представ-
ляется в виде:

{ (1 ) }

1, (1 )
( ) 1 ( )

0, 0 (1 )
n

n

x pn

x p
h x x

x p > −

 > −= =
≤ ≤ −

åñëè

åñëè
.

Как было показано в [16], этой функции иска-
жения, в классе мер риска искажения ожида-
ния, соответствует мера риска «ES в степени n», 

( )[ ] [ ]n
h pX ES Xρ = , где n —  любое натуральное число.

Рассмотрим меру риска искажения дисперсии, 
которая соответствует функции искажения данного 
вида.

Согласно формуле (2) имеем:

[ ]D
g Xρ  = 

{ ( ) (1 ) }
[ ]

2 1 ( [ ])n
XF x p

E X

x E X dx
+∞

> − − +∫
[ ]

{ ( ) (1 ) }
2 [1 1]( [ ])n

X

E X

F x p
x E X dx> −

−∞

+ − − =∫

= 
{ ( ) 1 (1 ) }

[ ]

2 1 ( [ ])n
XF x p

E X

x E X dx
+∞

≤ − − − +∫
[ ]

{ ( ) 1 (1 ) }
2 [1 1]( [ ])n

X

E X

F x p
x E X dx≤ − −

−∞

+ − −∫ .

Обозначая через 1
XF −  функцию, обратную к функ-

ции распределения XF , получаем:

[ ]D
g Xρ  = 1{ (1 (1 ) )}

[ ]

2 1 ( [ ])n
Xx F p

E X

x E X dx−

+∞

≤ − − − +∫  

 1

[ ]

{ (1 (1 ) )}
2 [1 1]( [ ])n

X

E X

x F p
x E X dx−≤ − −

−∞

+ − −∫ .  (12) 

При дальнейшем выводе формулы для [ ]D
g Xρ  

нам придется рассмотреть два случая.
А) Предположим, что 1(1 (1 ) ) [ ]n

XF p E X− − − < , т. е. 
( )[ ] [ ]n
pVaR X E X< .

В этом случае очевидно, что первый интеграл 
в формуле (12) равен нулю. И мы получаем:

[ ]D
g Xρ  = 1

[ ]

{ (1 (1 ) )}
2 [1 1]( [ ])n

X

E X

x F p
x E X dx−≤ − −

−∞

− −∫  = 

1 ( )
2 [ ]

(1 (1 ) ) [ ]
( [ ]) | n n

X p

E X
F p VaR X

x E X − − − == − − =  

( ) 2( [ ] [ ])n
pVaR X E X= − .

Рассмотрим теперь второй случай.
В) Предположим, что 1(1 (1 ) ) [ ]n

XF p E X− − − ≥ , т. е. 
( )[ ] [ ]n
pVaR X E X≥ .

В этом случае очевидно, что второй интеграл 
в формуле (12) равен нулю. И мы получаем:

[ ]D
g Xρ  = 1{ (1 (1 ) )}

[ ]

2 1 ( [ ])n
Xx F p

E X

x E X dx−

+∞

≤ − − −∫  = 

1(1 (1 ) )

[ ]

2 ( [ ])

n
XF p

E X

x E X dx

− − −

= − =∫  

1 ( )(1 (1 ) ) [ ]2
[ ]( [ ]) |

n n
X pF p VaR X

E Xx E X
− − − == − =  

( ) 2( [ ] [ ])n
pVaR X E X= − .

Таким образом, доказано следующее предло-
жение.

Предложение 4
Мерой риска искажения дисперсии, соответст-

вующей функции искажения 

{ 1 } { 1 }

1 раз

( ) 1 ( ( (...( ( )) 1 ( ( )),x p x p n

n

h x g g g x g x> − > −
− −

= =


p (0,1)∈ , является мера риска

[ ]D
g Xρ  = ( ) 2( [ ] [ ])n

pVaR X E X− .

Заметим, что величина [ ] [ ]D D
g gX Xρ = ρ  также 

может служить мерой риска, причем ее размерность, 
в отличие от [ ]D

g Xρ , совпадает с размерностью слу-
чайной величины X.

Причем, очевидно,

[ ]D
g Xρ =  ( ) ( )| [ ] [ ] | | [ ] |n n rel

p pVaR X E X VaR X− = ,

где через ( ) [ ]n rel
pVaR X  здесь обозначено относи-

тельное значение VaR в степени n, т. е. величину 
отклонения меры риска ( )[ ]n

pVaR X  случайной ве-
личины X от ожидаемого значения X.

Теперь изучим меры риска искажения диспер-
сии, которые можно получить с помощью функции 
искажения h(x), получаемой с помощью следующих 
суперпозиций:

{ 1 } { 1 } 1

1

( ) 1 ( ( (... ( ( )...) 1 ( ( ( )))x p x p k

k

h x g g g g x g g x> − α > − − α
− −

= =


ðàç

Данная вогнутая функция искажения представ-
ляется в виде:

{ (1 ) (1 )}

1, (1 (1 )
( )

0, 0 (1 ) (1 )

1 ( ).k

k

k

x p p

x p p
h x

x p p

x> − −α

 > − − α= =
≤ ≤ − − α

=

åñëè

åñëè
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Как было показано в [16], этой функции иска-
жения, в классе мер риска искажения ожида-
ния, соответствует мера риска «VaR в степени t», 

( )[ ] [ ]t
h pX VaR Xρ =  (см. также [15]), где t —  любое 

действительное число, представленное в следующем 
виде: ,t k= + α  где k —  натуральное число, а  α  —  
действительное число, причем 0 1.≤ α <

Рассмотрим меру риска искажения дисперсии, ко-
торая соответствует функции искажения данного вида.

Согласно формуле (2) имеем:

[ ]D
g Xρ  = 

{ ( ) (1 ) (1 )}
[ ]

2 1 ( [ ])k
XF x p p

E X

x E X dx
+∞

> − −α − +∫
[ ]

{ ( ) (1 ) (1 )}
2 [1 1]( [ ])k

X

E X

F x p p
x E X dx> − −α

−∞

+ − − =∫

= 
{ ( ) 1 (1 ) (1 )}

[ ]

2 1 ( [ ])k
XF x p p

E X

x E X dx
+∞

≤ − − −α − +∫
[ ]

{ ( ) 1 (1 ) (1 )}
2 [1 1]( [ ])k

X

E X

F x p p
x E X dx≤ − − −α

−∞

+ − −∫ .

Обозначая через 1
XF −  функцию, обратную к функ-

ции распределения XF , получаем:

[ ]D
g Xρ  = 1{ (1 (1 ) (1 ))}

[ ]

2 1 ( [ ])k
Xx F p p

E X

x E X dx−

+∞

≤ − − −α − +∫  

        1

[ ]

{ (1 (1 ) (1 ))}
2 [1 1]( [ ])k

X

E X

x F p p
x E X dx−≤ − − −α

−∞

+ − −∫ .  (13)

При дальнейшем выводе формулы для [ ]D
g Xρ  

нам придется рассмотреть два случая.
А) Предположим, что 

1(1 (1 ) (1 )) [ ]k
XF p p E X− − − − α < ,

т. е. ( )[ ] [ ]t
pVaR X E X< .

В этом случае очевидно, что первый интеграл 
в формуле (13) равен нулю. И мы получаем:

[ ]D
g Xρ = 1

[ ]

{ (1 (1 ) (1 ))}
2 [1 1]( [ ])k

X

E X

x F p p
x E X dx−≤ − − −α

−∞

− −∫ = 

1

[ ]

(1 (1 ) (1 ))

2 ( [ ])
k

X

E X

F p p

x E X dx
− − − −α

= − − =∫

1 ( )
2 [ ]

(1 (1 ) (1 )) [ ]
( [ ]) | k t

X p

E X
F p p VaR X

x E X − − − −α == − − =

( ) 2( [ ] [ ])t
pVaR X E X= − .

Рассмотрим теперь второй случай.
В) Предположим, что

1(1 (1 ) (1 )) [ ]k
XF p p E X− − − − α ≥ ,

т. е. ( )[ ] [ ]t
pVaR X E X≥ .

В этом случае очевидно, что второй интеграл 
в формуле (13) равен нулю. И мы получаем:

[ ]D
g Xρ  = 1{ (1 (1 ) (1 ))}

[ ]

2 1 ( [ ])k
Xx F p p

E X

x E X dx−

+∞

≤ − − −α −∫  = 

1(1 (1 ) (1 ))

[ ]

2 ( [ ])

k
XF p p

E X

x E X dx

− − − −α

= − =∫  

1 ( )(1 (1 ) (1 )) [ ]2
[ ]( [ ]) |

k t
X pF p p VaR X

E Xx E X
− − − −α == − =  

( ) 2( [ ] [ ])t
pVaR X E X= − .

Таким образом, доказано следующее предло-
жение.

Предложение 5
Мерой риска искажения дисперсии, соответст-

вующей функции искажения
 

{ 1 } { 1 } 1

1 раз

( ) 1 ( ( (...( ( ( )) 1 ( ( ( )),x p x p k

k

h x g g g g x g g x> − α > − − α
− −

= =


p (0,1)∈ , является мера риска

[ ]D
g Xρ  = ( ) 2( [ ] [ ])t

pVaR X E X− ,

для любого действительного числа t, представлен-
ного в следующем виде: ,t k= + α  где k —  нату-
ральное число, а  α  —  действительное число, при-
чем 0 1.≤ α <

Заметим, что величина [ ] [ ]D D
g gX Xρ = ρ  также 

может служить мерой риска, причем ее размерность, 
в отличие от [ ]D

g Xρ , совпадает с размерностью слу-
чайной величины X.

Причем очевидно, что

[ ]D
g Xρ =

( ) ( )| [ ] [ ] | | [ ] |t t rel
p pVaR X E X VaR X− = ,

где через ( ) [ ]t rel
pVaR X  здесь обозначено относи-

тельное значение VaR в степени t, т. е. величину 
отклонения меры риска ( )[ ]t

pVaR X  случайной ве-
личины X от ожидаемого значения X.

Теперь изучим меры риска искажения диспер-
сии, которые можно получить с помощью функции 
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искажения h(x), получаемой с помощью следующих 
суперпозиций:

{ 1 }

раз

( ) 1 ( ( (... ( )...)x p

n

h x g g g x> −
−

=


Данная вогнутая функция искажения представ-
ляется в виде:

1, (1 )
( )

, 0 (1 )
(1 )

n

n
n

x p
h x x

x p
p

 > −
=  ≤ ≤ − −

åñëè

åñëè

Как было показано в [16], этой функции иска-
жения, в классе мер риска искажения ожида-
ния, соответствует мера риска «VaR в степени n», 

( )[ ] [ ]n
h pX VaR Xρ =  (см. также [16]), где n —  любое 

натуральное число.
Рассмотрим меру риска искажения дисперсии, 

которая соответствует функции искажения данного 
вида.

Заметим, что

1, ( ) (1 )

( ( )) ( )
, 0 ( ) (1 ) ,

(1 )

n
X

nX
Xn

F x p

h F x F x
F x p

p

 > −
= 

≤ ≤ − −

åñëè

åñëè

или
1, ( ) 1 (1 )

( ( )) 1 ( )
, ( ) 1 (1 ) ,

(1 )

n
X

X nX
Xn

F x p

h F x F x
F x p

p

 ≤ − −
= −

> − − −

åñëè

åñëè

а значит,
1

1

1, (1 (1 ) )

( ( )) 1 ( )
, (1 (1 ) ).

(1 )

n
X

X nX
Xn

x F p

h F x F x
x F p

p

−

−

 ≤ − −
= −

> − − −

åñëè

åñëè

При дальнейшем выводе формулы для [ ]D
g Xρ  

нам придется рассмотреть два случая.
А) Предположим, что 1(1 (1 ) ) [ ]n

XF p E X− − − < , т. е. 
( )[ ] [ ]n
pVaR X E X< .

Тогда, согласно (2), получаем:

[ ]D
g Xρ =

[ ]

1 ( )
2 ( [ ])

(1 )
X

n
E X

F x
x E X dx

p

+∞ −
− +

−∫

+ 
1

[ ]

(1 (1 ) )

1 ( )
2 [ 1]( [ ])

(1 )n
X

E X

X
n

F p

F x
x E X dx

p− − −

−
− −

−∫  =

= 
1(1 (1 ) )

1 ( )
2 ( [ ])

(1 )n
X

X
n

F p

F x
x E X dx

p−

+∞

− −

−
−

−∫  —  

1

[ ]

(1 (1 ) )

2 ( [ ])
n

X

E X

F p

x E X dx
− − −

− −∫ =

= 
1

2

(1 (1 ) )

1
(1 ( )) ( [ ])

(1 ) n
X

Xn

F p

F x d x E X
p −

+∞

− −

− − −
− ∫

1
2 [ ]

(1 (1 ) )
( [ ]) | n

X

E X
F p

x E X − − −− − .

Применяя интегрирование по частям в этом вы-
ражении, получаем:

[ ]D
g Xρ  = 1

2
(1 (1 ) )

1
( [ ]) (1 ( )) |

(1 )
n

X
Xn F p

x E X F x
p

−
+∞

− −− − +
−

 

+

1

2

(1 (1 ) )

1
( [ ]) ( )

(1 ) n
X

Xn

F p

x E X dF x
p −

+∞

− −

+ − +
− ∫

1 2( (1 (1 ) ) [ ])n
XF p E X−+ − − − .

Тогда, используя предположение A) о функции 
распределения, получаем:

[ ]D
g Xρ  = 

1 2 11
( (1 (1 ) ) [ ]) (1 ( (1 (1 ) )))

(1 )
n n

X X Xn
F p E X F F p

p
− −= − − − − − − − +

−

+ 1 2( (1 (1 ) ) [ ])n
XF p E X− − − − +

1

2

(1 (1 ) )

1
( [ ]) ( ).

(1 ) n
X

Xn

F p

x E X dF x
p −

+∞

− −

+ −
− ∫

И тогда, используя, что 

1( (1 (1 ) ))) 1 (1 ) ,n n
X XF F p p− − − = − −  получаем

[ ]D
g Xρ  = 

1

2

(1 (1 ) )

1
( [ ]) ( )

(1 ) n
X

Xn

F p

x E X dF x
p −

+∞

− −

− =
− ∫  

( )

2

[ ]

1
( [ ]) ( ).

(1 ) n
p

Xn

VaR X

x E X dF x
p

+∞

= −
− ∫

Рассмотрим теперь второй случай.
В) Предположим, что 1(1 (1 ) ) [ ]n

XF p E X− − − ≥ , т. е. 
( )[ ] [ ]n
pVaR X E X≥ .

В этом случае очевидно, что второй интеграл 
в формуле (2) равен нулю. И мы получаем:

[ ]D
g Xρ  = 

[ ]

2 ( ( ))( [ ])X

E X

h F x x E X dx
+∞

− =∫
1(1 (1 ) )

[ ]

2 ( [ ])

n
XF p

E X

x E X dx

− − −

= − +∫
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1(1 (1 ) )

1 ( )
2 ( [ ])

(1 )n
X

X
n

F p

F x
x E X dx

p−

+∞

− −

−
+ −

−∫  =  

1 ( )(1 (1 ) ) [ ]2
[ ]( [ ]) |

n n
X pF p VaR X

E Xx E X
− − − =− +  

1

2

(1 (1 ) )

1
(1 ( )) ( [ ])

(1 ) n
X

Xn

F p

F x d x E X
p −

+∞

− −

+ − −
− ∫ .

Интегрируя по частям интеграл в данном выра-
жении получаем:

[ ]D
g Xρ  = 1 2( (1 (1 ) ) [ ])n

XF p E X− − − − +

1
2

(1 (1 ) )

1
( [ ]) (1 ( )) |

(1 )
n

X
Xn F p

x E X F x
p

−
+∞

− −+ − − +
−

1

2

(1 (1 ) )

1
( [ ]) ( ).

(1 ) n
X

Xn

F p

x E X dF x
p −

+∞

− −

+ −
− ∫

Тогда, используя предположение A) о функции 
распределения, получаем:

[ ]D
g Xρ  = 1 2( (1 (1 ) ) [ ])n

XF p E X− − − − −

1 2 11
( (1 (1 ) ) [ ]) (1 ( (1 (1 ) )))

(1 )
n n

X X Xn
F p E X F F p

p
− −− − − − − − − +

−

1

2

(1 (1 ) )

1
( [ ]) ( ).

(1 ) n
X

Xn

F p

x E X dF x
p −

+∞

− −

+ −
− ∫

И тогда, используя, что
1( (1 (1 ) ))) 1 (1 ) ,n n

X XF F p p− − − = − − получаем

[ ]D
g Xρ  = 

1

2

(1 (1 ) )

1
( [ ]) ( )

(1 ) n
X

Xn

F p

x E X dF x
p −

+∞

− −

− =
− ∫   

 
( )

2

[ ]

1
( [ ]) ( ).

(1 ) n
p

Xn

VaR X

x E X dF x
p

+∞

= −
− ∫   (14)

Вспомнив формулу для дисперсии:

2 2[ ] [( [ ]) ] ( [ ]) ( )XD X E X E X x E X dF x
+∞

−∞

= − = −∫

и сравнив ее с формулой (14), а также учитывая, 
что ( ){ [ ]} (1 )n n

pP X VaR X p> = − , получаем и такое 
представление для этой меры риска:

    [ ]D
g Xρ = 2 ( )[( [ ]) | [ ]]n

pE X E X X VaR X− > ,  (15)

Или, если определить условную дисперсию, при 
условии ( )[ ]n

pX VaR X>  выражением:

( ) 2 ( )[ | [ ]] [( [ ]) | [ ]],n n
p pD X X VaR X E X E X X VaR X> = − >

получаем следующее представление для этой меры 
риска искажений дисперсии:

    [ ]D
g Xρ = ( )[ | [ ]]n

pD X X VaR X> .  (16)

Таким образом, доказано следующее предло-
жение.

Предложение 6
мерой риска искажения дисперсии, соответст-

вующей функции искажения 
раз

( ) ( (...( ( )),
n

h x g g g x
−

=


p (0,1)∈ , является мера риска

[ ]D
g Xρ  = 

( )

2

[ ]

1
( [ ]) ( )

(1 ) n
p

Xn

VaR X

x E X dF x
p

+∞

−
− ∫ ;

эту меру риска также можно представить в виде

[ ]D
g Xρ  = ( )[ | [ ]]n

pD X X VaR X> ,

где 

( ) 2 ( )[ | [ ]] [( [ ]) | [ ]].n n
p pD X X VaR X E X E X X VaR X> = − >

То есть эта мера риска потерь представляет услов-
ную дисперсию случайного фактора X, представ-
ляющего риск, при условии, что величина данных 
потерь превысила величину ( )[ ]n

pVaR X .
В работе [16] была введена мера риска «ES в сте-

пени n», которая оказалась (см. [16]) мерой риска 
искажения ожидания, которую мы будем обозначать 

( )[ ]n
pES X . Она представляет величину ожидаемых 

хвостовых потерь, превышающих ( )[ ]n
pVaR X , т. е. по 

определению

 ( ) ( )[ ] [ | [ ]]n n
p pES X E X X VaR X= > .  (17)

Отсюда, в предположение непрерывности рас-
пределения потерь, было получено следующее по-
лезное представление для ( )[ ]n

pES X :

   ( )

[1 (1 ) ,1]

1
[ ] [ ]

(1 ) n

n
p qn

p

ES X VaR X dq
p

− −

=
− ∫ .  (18)

Сравнивая формулу (17) и представление нашей 
новой меры риска искажения дисперсии [ ]D

g Xρ  
в пункте b) Предложения 6, мы видим, что в классе 
мер риска искажения дисперсии новая мера риска 

[ ]D
g Xρ  имеет ту же значимость, что и мера ( )[ ]n

pES X  
в классе мер риска искажения ожидания.

Отсюда можно сделать вывод, что значимость 
данной меры для теории и практики риск-менед-
жмента не меньше значимости мер риска ( )[ ]n

pES X .
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И еще, глядя на формулу (18), хотелось бы иметь 
формулу для нашей меры риска искажения диспер-
сии [ ]D

g Xρ  в форме, аналогичной формуле (17) для 
меры риска ES.

Можно доказать справедливость следующего 
утверждения.

Предложение 7
Меру риска искажения дисперсии [ ]D

g Xρ , соот-
ветствующую функции искажения

{ 1 }

раз

( ) 1 ( ( (... ( )...),x p

n

h x g g g x> −
−

=


где ( ) min{ ,1},  p [0,1]
1

x
g x

p
= ∈

−
, можно предста-

вить в виде:

  [ ]g Xρ  ( )

[1 (1 ) ,1]

1
[ ]

(1 ) n

n rel
qn

p

VaR X dq
p

− −

=
− ∫ ,  (19)

где

( ) ( )[ ] [ ] [ ]n rel n
q qVaR X VaR X E X= − , значение соответ-

ствующей относительной меры риска ( )[ ].n
qVaR X

Доказательство
Согласно формуле (6) имеем:

[ ]D
g Xρ  = 

( )

2

[ ]

1
( [ ]) ( ).

(1 ) n
p

Xn

VaR X

x E X dF x
p

+∞

−
− ∫

Совершим в данном интеграле замену перемен-
ной: 1 ( )(1 (1 ) ) [ ]n n

X qx F q VaR X−= − − =  с учетом того, 
что при q = 1 переменная x принимает значение 
+ ∞ , а при q = p переменная x принимает значение 

( )[ ]n
pVaR X . Тогда получаем:

[ ]D
g Xρ  = 

1
( ) 2

1 (1 )

1
( [ ] [ ])

(1 ) n

n
qn

p

VaR X E X dq
p

− −

− =
− ∫  

( )

[1 (1 ) ,1]

1
[ ]

(1 ) n

n rel
qn

p

VaR X dq
p

− −

=
− ∫ .

Предложение доказано.
Заметим, что величина [ ] [ ]D D

g gX Xρ = ρ  также 
может служить мерой риска, причем ее размерность, 
в отличие от [ ]D

g Xρ , совпадает с размерностью слу-
чайной величины X.

Из Предложения 6 следует, что данная мера риска 
искажения дисперсии представляет собой новую 
меру катастрофических рисков.

Представляет интерес сравнение оценок риска, 
полученных с помощью данной меры и меры риска 
искажения дисперсии, полученной в предыдущем 
рассмотрении с помощью функций искажения вида 

{ 1 } { 1 }

1

( ) 1 ( ( (... ( )...) 1 ( ( ))x p x p n

n

h x g g g x g x> − > −
− −

= =


ðàç

.

Можно доказать следующее утверждение.
Утверждение 2
Справедливо следующее неравенство:

[ ]D
g Xρ ( ) 2( [ ] [ ])n

pVaR X E X≥ − ,

а значит, и

[ ]D
g Xρ ≥

( ) ( )| [ ] [ ] | | [ ] |n n rel
p pVaR X E X VaR X− = ,

где через ( ) [ ]n rel
pVaR X  здесь обозначено относи-

тельное значение ( )[ ]n
pVaR X , т. е. величина откло-

нения меры риска ( )[ ]n
pVaR X  случайной величины 

X от ее ожидаемого значения.
Доказательство
Из формулы (13), очевидно, следует неравенство

[ ]D
g Xρ

( )

( ) 2

[ ]

( [ ] [ ])
( )

(1 ) n
p

n
p

Xn

VaR X

VaR X E X
dF x

p

+∞−
≥

− ∫ .

Однако

( )

1

[ ]

( ) ( ) ( (1 (1 ) ) (1 ) .
n

p

n n
X X X X

VaR X

dF x F F F p p
+∞

−= +∞ − − − = −∫

Откуда следует справедливость требуемого не-
равенства:

[ ]D
g Xρ ( ) 2( [ ] [ ])n

pVaR X E X≥ − ,

а значит, и

[ ]D
g Xρ ≥

( ) ( )| [ ] [ ] | | [ ] |n n rel
p pVaR X E X VaR X− = .

Утверждение доказано.
Смысл данного утверждения в том, что эта мера 

риска искажения дисперсии всегда дает оценки 
риска, превышающие (или равные) оценки риска, 
полученные с помощью первой предложенной нами 
меры риска искажения дисперсии, соответствующей 
функции искажения

{ 1 } { 1 }

1

( ) 1 ( ( (... ( )...) 1 ( ( ))x p x p n

n

h x g g g x g x> − > −
− −

= =


ðàç

(0,1)p ∈ .
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Теперь изучим меры риска искажения дисперсии, 
которые можно получить с помощью функции иска-
жения h(x), получаемой в виде любой суперпозиции  
 
ф у н к ц и й  ( ) min{ ,1}

1

x
g x

p
=

−
 и   ф у н к ц и и 

( ) min{ ,1}
1

x
g x

pα =
− α

 следующего вида:

раз

( ) ( (...( ( ( ))...)
k

h x g g g g xα
−

=


. При любом действи-

тельном 1t ≥ , представленном в виде ,t k= + α  где 
k —  натуральное число, а α  —  действительное число, 
0 1< α < , в классе мер риска искажения ожидания, 
данной функции искажения соответствует мера 
риска искажения ожидания «ES в cтепени t», т. е. 

(t)ES [ ] [ ]p hX X= ρ  (см. [9]).
Исследуем вопрос: какие функции искажения 

дисперсии соответствуют приведенным функциям 
искажения h?

Заметим, что

1, ( ) (1 ) (1 )

( )
( ( )) ,

(1 ) (1 )

0 ( ) (1 ) (1 ),

k
X

X
X k

k
X

F x p p

F x
h F x

p p

F x p p

 > − − α

= 

− − α
 ≤ ≤ − − α

åñëè

åñëè

или

1, ( ) 1 (1 ) (1 )

1 ( )
( ( )) ,

(1 ) (1 )

( ) 1 (1 ) (1 ),

k
X

X
X k

k
X

F x p p

F x
h F x

p p

F x p p

 ≤ − − − α


−= 
− − α

 > − − − α

åñëè

åñëè

а значит,
1

1

1, (1 (1 ) (1 ))

1 ( )
( ( )) ,

(1 ) (1 )

(1 (1 ) (1 )),

k
X

X
X k

k
X

x F p p

F x
h F x

p p

x F p p

−

−

 ≤ − − − α


−= 
− − α

 > − − − α

åñëè

åñëè

При дальнейшем выводе формулы для [ ]D
g Xρ  

нам придется рассмотреть два случая.
А) Предположим, что 

1(1 (1 ) (1 )) [ ]k
XF p p E X− − − − α < ,

т. е. ( )[ ] [ ]t
pVaR X E X< .

Тогда, согласно (2), получаем:

[ ]D
g Xρ  = 

[ ]

1 ( )
2 ( [ ])

(1 ) (1 )
X

k
E X

F x
x E X dx

p p

+∞ −
− +

− − α∫

+ 
1

[ ]

(1 (1 ) (1 ))

1 ( )
2 [ 1]( [ ])

(1 ) (1 )k
X

E X

X
k

F p p

F x
x E X dx

p p− − − −α

−
− −

− − α∫  =

= 
1(1 (1 ) (1 ))

1 ( )
2 ( [ ])

(1 ) (1 )k
X

X
k

F p p

F x
x E X dx

p p−

+∞

− − −α

−
−

− − α∫  —  

1

[ ]

(1 (1 ) (1 ))

2 ( [ ])
k

X

E X

F p p

x E X dx
− − − −α

− −∫  =

 

1

2

(1 (1 ) (1 ))

1
(1 ( )) ( [ ])

(1 ) (1 ) k
X

Xk

F p p

F x d x E X
p p −

+∞

− − −α

= − − −
− − α ∫

1
2 [ ]

(1 (1 ) (1 ))
( [ ]) | k

X

E X
F p p

x E X − − − −α− − .

Применяя интегрирование по частям в этом вы-
ражении, получаем:

[ ]D
g Xρ  = 

1
2

(1 (1 ) (1 ))

1
( [ ]) (1 ( )) |

(1 ) (1 )
k

X
Xk F p p

x E X F x
p p

−
+∞

− − −α= − − +
− − α

 

+

1

2

(1 (1 ) (1 ))

1
( [ ]) ( )

(1 ) (1 ) k
X

Xk

F p p

x E X dF x
p p −

+∞

− − −α

+ − +
− − α ∫

1 2( (1 (1 ) (1 )) [ ])k
XF p p E X−+ − − − α − .

Тогда, используя предположение A) о функции 
распределения, получаем:

[ ]D
g Xρ  =

 

1

2 1

1
( (1 (1 ) (1 ))

(1 ) (1 )

[ ]) (1 ( (1 (1 ) (1 ))))

k
Xk

k
X X

F p p
p p

E X F F p p

−

−

= − − − − α −
− − α

− − − − − α +

+ 1 2( (1 (1 ) (1 )) [ ])k
XF p p E X− − − − α − +

1

2

(1 (1 ) (1 ))

1
( [ ]) ( ).

(1 ) (1 ) k
X

Xk

F p p

x E X dF x
p p −

+∞

− − −α

+ −
− − α ∫

И тогда, используя, что

1( (1 (1 ) (1 )))) 1 (1 ) (1 ),k k
X XF F p p p p− − − − α = − − − α  

получаем
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[ ]D
g Xρ  = 

1

2

(1 (1 ) (1 ))

1
( [ ]) ( )

(1 ) (1 ) k
X

Xk

F p p

x E X dF x
p p −

+∞

− − −α

− =
− − α ∫  

( )

2

[ ]

1
( [ ]) ( ).

(1 ) (1 ) t
p

Xk

VaR X

x E X dF x
p p

+∞

= −
− − α ∫

Рассмотрим теперь второй случай.
В) Предположим, что

1(1 (1 ) (1 )) [ ]k
XF p p E X− − − − α ≥ , 

т. е. ( )[ ] [ ]t
pVaR X E X≥ .

В этом случае очевидно, что второй интеграл 
в формуле (2) равен нулю. И мы получаем:

[ ]D
g Xρ  = 

[ ]

2 ( ( ))( [ ])X

E X

h F x x E X dx
+∞

− =∫
1(1 (1 ) (1 ))

[ ]

2 ( [ ])

k
XF p p

E X

x E X dx

− − − −α

= − +∫   

1(1 (1 ) (1 ))

1 ( )
2 ( [ ])

(1 ) (1 )k
X

X
k

F p p

F x
x E X dx

p p−

+∞

− − −α

−
+ −

− − α∫  = 

1 ( )(1 (1 ) (1 )) [ ]2
[ ]( [ ]) |

k t
X pF p p VaR X

E Xx E X
− − − −α == − +   

1

2

(1 (1 ) (1 ))

1
(1 ( )) ( [ ]) .

(1 ) (1 ) k
X

Xk

F p p

F x d x E X
p p −

+∞

− − −α

+ − −
− − α ∫

Интегрируя по частям интеграл в данном вы-
ражении, получаем:

[ ]D
g Xρ  = 1 2( (1 (1 ) (1 )) [ ])k

XF p p E X− − − − α − +

1
2

(1 (1 ) (1 ))

1
( [ ]) (1 ( )) |

(1 ) (1 )
k

X
Xk F p p

x E X F x
p p

−
+∞

− − −α+ − − +
− − α

1

2

(1 (1 ) (1 ))

1
( [ ]) ( ).

(1 ) (1 ) k
X

Xk

F p p

x E X dF x
p p −

+∞

− − −α

+ −
− − α ∫

Тогда, используя предположение A) о функции 
распределения, получаем:

[ ]D
g Xρ  = 1 2( (1 (1 ) (1 )) [ ])k

XF p p E X− − − − α − −
1

2 1

1
( (1 (1 ) (1 ))

(1 ) (1 )

[ ]) (1 ( (1 (1 ) (1 ))))

k
Xk

k
X X

F p p
p p

E X F F p p

−

−

− − − − α −
− − α

− − − − − α +

1

2

(1 (1 ) (1 ))

1
( [ ]) ( ).

(1 ) (1 ) k
X

Xk

F p p

x E X dF x
p p −

+∞

− − −α

+ −
− − α ∫

И тогда, используя, что 

1( (1 (1 ) (1 )))) 1 (1 ) (1 ),k k
X XF F p p p p− − − − α = − − − α  

получаем

[ ]D
g Xρ  = 

1

2

(1 (1 ) (1 ))

1
( [ ]) ( ).

(1 ) (1 ) k
X

Xk

F p p

x E X dF x
p p −

+∞

− − −α

−
− − α ∫

Т.е.

[ ]D
g Xρ  = 

( )

2

[ ]

1
( [ ]) ( ).

(1 ) (1 ) t
p

Xk

VaR X

x E X dF x
p p

+∞

−
− − α ∫  (20)

Вспомнив формулу для дисперсии:

2 2[ ] [( [ ]) ] ( [ ]) ( )XD X E X E X x E X dF x
+∞

−∞

= − = −∫

и сравнив ее с формулой (20), а также учитывая, что 
( ){ [ ]} (1 ) (1 )t k
pP X VaR X p p> = − − α , получаем и та-

кое представление для этой меры риска:

 [ ]D
g Xρ  = 2 ( )[( [ ]) | [ ]]t

pE X E X X VaR X− > ,  (21)

Или, если определить условную дисперсию, при 
условии ( )[ ]t

pX VaR X>  выражением:
( ) 2 ( )[ | [ ]] [( [ ]) | [ ]],t t
p pD X X VaR X E X E X X VaR X> = − >

получаем следующее представление для этой меры 
риска искажений дисперсии:

         [ ]D
g Xρ  = ( )[ | [ ]]t

pD X X VaR X> .  (22)

Таким образом, доказано следующее предло-
жение.

Предложение 8
мерой риска искажения дисперсии, соответст-

вующей функции искажения 

раз

( ) ( (...( ( ( ))...)
k

h x g g g g xα
−

=


, является мера риска

[ ]D
g Xρ  = 

( )

2

[ ]

1
( [ ]) ( ).

(1 ) (1 ) t
p

Xk

VaR X

x E X dF x
p p

+∞

−
− − α ∫ ;

эту меру риска также можно представить в виде
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[ ]D
g Xρ  = ( )[ | [ ]]t

pD X X VaR X> ,

где 

( ) 2 ( )[ | [ ]] [( [ ]) | [ ]].t t
p pD X X VaR X E X E X X VaR X> = − >

То есть эта мера риска потерь представляет услов-
ную дисперсию случайного фактора X, представ-
ляющего риск, при условии, что величина данных 
потерь превысила величину ( )[ ]t

pVaR X .
В работе [16] была введена мера риска «ES в сте-

пени t», которая оказалась (см. [16]) мерой риска 
искажения ожидания, которую мы будем обозначать 

( )[ ]t
pES X . Она представляет величину ожидаемых 

хвостовых потерь, превышающих ( )[ ]t
pVaR X , т. е. по 

определению

 ( ) ( )[ ] [ | [ ]]t t
p pES X E X X VaR X= > .  (23)

Отсюда в предположение непрерывности рас-
пределения потерь было получено следующее по-
лезное представление для ( )[ ]n

pES X :

( )

[1 (1 ) (1 ),1]

1
[ ] [ ]

(1 ) (1 ) k

t
p qk

p p

ES X VaR X dq
p p

− − −α

=
− − α ∫ . (24)

Сравнивая формулу (23) и представление на-
шей новой меры риска искажения дисперсии [ ]D

g Xρ  
в пункте b) Предложения 8, мы видим, что в классе 
мер риска искажения дисперсии новая мера риска 

[ ]D
g Xρ  имеет ту же значимость, что и мера ( )[ ]t

pES X  
в классе мер риска искажения ожидания.

Отсюда можно сделать вывод, что значимость 
данной меры для теории и практики риск-менед-
жмента не меньше значимости мер риска ( )[ ]t

pES X .
И еще, глядя на формулу (24), хотелось бы иметь 

формулу для нашей меры риска искажения диспер-
сии [ ]D

g Xρ  в форме, аналогичной формуле (23) для 
меры риска ES.

Можно доказать справедливость следующего 
утверждения.

Предложение 9
Меру риска искажения дисперсии [ ]D

g Xρ , соот-
ветствующую функции искажения 

раз

( ) ( (...( ( ( ))...)
k

h x g g g g xα
−

=


, можно представить 

в виде:

[ ]g Xρ  ( )

[1 (1 ) (1 ),1]

1
[ ]

(1 ) (1 ) k

t rel
qk

p p

VaR X dq
p p

− − −α

=
− − α ∫ , (25)

где

( ) ( )[ ] [ ] [ ]t rel t
q qVaR X VaR X E X= − , значение соответ-

ствующей относительной меры риска ( )[ ].t
qVaR X

Доказательство
Согласно формуле (20) имеем:

[ ]D
g Xρ  = 

( )

2

[ ]

1
( [ ]) ( ).

(1 ) (1 ) t
p

Xk

VaR X

x E X dF x
p p

+∞

−
− − α ∫

Совершим в данном интеграле замену перемен-
ной: 1 ( )(1 (1 ) (1 )) [ ]k t

X qx F q q VaR X−= − − − α =   с учетом 
того, что при q = 1 переменная x принимает значение 
+ ∞ , а при q = p переменная x принимает значение 

( )[ ]t
pVaR X . Тогда получаем:

[ ]D
g Xρ =

1
( ) 2

1 (1 ) (1 )

1
( [ ] [ ])

(1 ) (1 ) k

t
qk

p p

VaR X E X dq
p p

− − −α

−
− − α ∫ = 

( )

[1 (1 ) (1 ),1]

1
[ ]

(1 ) (1 ) k

t rel
qk

p p

VaR X dq
p p

− − −α

=
− − α ∫ .

Предложение доказано.
Заметим, что величина [ ] [ ]D D

g gX Xρ = ρ  также 
может служить мерой риска, причем ее размерность, 
в отличие от [ ]D

g Xρ , совпадает с размерностью слу-
чайной величины X.

Из Предложения 8 следует, что данная мера риска 
искажения дисперсии представляет собой новую 
меру катастрофических рисков.

Представляет интерес сравнение оценок риска, 
полученных с помощью данной меры и меры риска 
искажения дисперсии, полученной в предыдущем 
рассмотрении с помощью функций искажения вида 

{ 1 } { 1 } 1

1

( ) 1 ( ( (... ( ( )...) 1 ( ( ( ))).x p x p k

k

h x g g g g x g g x> − α > − − α
− −

= =


ðàç

Можно доказать следующее утверждение.
Утверждение 3
Справедливо следующее неравенство:

[ ]D
g Xρ  ( ) 2( [ ] [ ])t

pVaR X E X≥ − ,

а значит, и

[ ]D
g Xρ ≥  ( ) ( )| [ ] [ ] | | [ ] |t t rel

p pVaR X E X VaR X− = ,

где через ( ) [ ]t rel
pVaR X  здесь обозначено относи-

тельное значение ( )[ ]t
pVaR X , т. е. величина откло-

нения меры риска ( )[ ]t
pVaR X  случайной величины 

X от ее ожидаемого значения.
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Доказательство
Из формулы (20), очевидно, следует неравенство:

[ ]D
g Xρ  

( )

( ) 2

[ ]

( [ ] [ ])
( )

(1 ) (1 ) t
p

t
p

Xk

VaR X

VaR X E X
dF x

p p

+∞−
≥

− − α ∫ .

Однако

( )[ ]

1

( ) ( )

( (1 (1 ) (1 ) (1 ) (1 ).

t
p

X X

VaR X

k k
X X

dF x F

F F p p p p

+∞

−

= +∞ −

− − − − α = − − α

∫

Откуда следует справедливость требуемого не-
равенства:

[ ]D
g Xρ  ( ) 2( [ ] [ ])t

pVaR X E X≥ − ,

а значит, и

[ ]D
g Xρ ≥  ( ) ( )| [ ] [ ] | | [ ] |t t rel

p pVaR X E X VaR X− = . 

Утверждение доказано.
Смысл данного утверждения в том, что эта мера 

риска искажения дисперсии всегда дает оценки 
риска, превышающие (или равные) оценки риска, 
полученные с помощью первой предложенной нами 
меры риска искажения дисперсии, соответствующей 
функции искажения 

{ 1 } { 1 } 1

1

( ) 1 ( ( (... ( ( )...) 1 ( ( ( ))),x p x p k

k

h x g g g g x g g x> − α > − − α
− −

= =


ðàç

p (0,1)∈ , т. е. меры риска ( ) 2( [ ] [ ])t
pVaR X E X− .

ВЫВОДЫ
В последнее десятилетие происходило бурное 
теоретическое исследование класса мер риска, 
получивших название мер риска искажения 
ожидания, и они стали широко использоваться 
в финансовых и страховых приложениях благо-

даря своим привлекательным свойствам. В дан-
ной работе вводится новое понятие мер риска 
искажения дисперсии и исследуются некоторые 
их свойства. Рассмотрено большое количест-
во примеров мер риска искажения дисперсии 
и исследована возможность их применения 
для оценки рисков различной степени ката-
строфичности. В работах автора были введены 
в научный оборот и исследованы меры риска 
«VaR в степени t» и мер риска «ES в степени t». 
В них с использованием композитного метода 
было доказано, что эти меры также принадле-
жат к классу мер риска искажения ожидания 
и описываются соответствующие функции иска-
жения. В данной работе произведен поиск мер 
риска искажения дисперсии с использованием 
тех же функций искажения, которые использо-
вались для построения мер риска «VaR в степе-
ни t» и «ES в степени t» как подмножеств мер 
риска искажения ожидания. При этом были вы-
явлены такие меры риска искажения дисперсии, 
как квадрат относительной величины меры ри-
ска «VaR в степени t» [ ]D

g Xρ  = ( ) 2( [ ] [ ])t
pVaR X E X−  

и мера риска, которая представляет условную 
дисперсию случайного фактора X при условии, 
что величина данных потерь превысила величи-
ну ( )[ ]t

pVaR X , и получены различные формулы 
для представления данных мер риска искажения 
дисперсии. В работе исследован вопрос о соот-
ношении между этими мерами риска искажения 
дисперсии.

Меры риска искажения ожидания на настоящий 
момент изучены достаточно хорошо и обладают 
многими полезными и удобными свойствами. 
Данная работа открывает интересную область 
исследования мер риска искажения дисперсии. 
Интересным представляется как исследование 
общих свойств мер риска искажения дисперсии, 
так и нахождение новых мер риска искажения 
дисперсии с особыми свойствами, позволяющими 
выявлять финансовые риски различной степени 
катастрофичности.
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