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АННОТАЦИЯ
Статья посвящена одной из основных характеристик облигации — ​доходности к погашению. Предмет исследова-
ния — ​вид показателя доходности к погашению. Существуют два подхода к определению доходности к погашению 
облигации: по методу номинальной процентной ставки и методу эффективной процентной ставки. Актуальность 
работы обусловлена тем, что, как показало предварительное сравнение, эти два подхода к определению доходности 
к погашению могут быть неравноценны в исследованиях. Цель данной работы — ​определить зависимость резуль-
татов исследований от вида показателя доходности к погашению. Для этого была выбрана задача о зависимости 
процентного риска облигации от числа купонных платежей в году. В литературе имеются сообщения о зависимости 
от частоты купонных платежей дюрации облигации, оценивающей процентный риск. Задача о зависимости непо-
средственно процентного риска облигации от числа купонных платежей в году в литературе не рассматривалась. 
Требовалось установить, какой из двух подходов к определению доходности к погашению позволит получить ре-
зультаты, согласующиеся с  зависимостью дюрации облигации от числа купонных платежей в  году. Для решения 
задачи автор применяет методы дифференциального исчисления. Результаты: установлено, что использование до-
ходности к погашению по методу эффективной процентной ставки позволяет получить результаты, согласующиеся 
с зависимостью дюрации облигации от числа купонных платежей в году. Результаты, полученные при использовании 
доходности к погашению по методу номинальной процентной ставки, не согласуются с зависимостью дюрации об-
лигации от числа купонных платежей в году. Сделан вывод, что доходность к погашению, определенная по методу 
номинальной процентной ставки, в исследованиях может приводить к некорректным результатам, в отличие от до-
ходности к погашению в виде эффективной процентной ставки. Результаты работы могут быть полезны как эмитенту 
облигаций, так и инвестору, а также в теоретических исследованиях инвестиций в облигации.
Ключевые слова: доходность к погашению; математические методы; эффективная ставка; номинальная ставка; про-
центный риск облигации; число купонных платежей в году
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ABSTRACT
The article is devoted to one of the main characteristics of the bond-the yield to maturity. The subject of the study is the 
type of yield to maturity indicator. It is known, that there are two approaches to determining the yield to maturity of a 
bond: the nominal interest rate and the effective interest rate method. The relevance of the study is due to the fact that, 
as preliminary comparison has shown, these two approaches to determining the yield to maturity may be unequal in 
research. The purpose of this paper is to conduct a study of the dependence of the research results on the type of yield 
to maturity indicator. For this purpose, the problem of the dependence of the interest rate risk of a bond on the number 
of coupon payments per year was chosen. The literature contains reports on the dependence on the frequency of coupon 
payments over the term a bond that evaluates interest rate risk. The problem of the dependence directly of the interest 
rate risk of a bond on the number of coupon payments per year has not been considered in the literature. The task was 
set to determine which of the two approaches to determining the yield to maturity allows us to obtain results for interest 
rate risk that are consistent with the dependence of the duration of the bond on the number of coupon payments per 
year. Methods of differential calculus are used to solve the problem. As a result, it was proved that the use of the yield to 
maturity determined by the effective interest rate method allows us to obtain results consistent with the dependence of 
the duration of the bond on the number of coupon payments per year. The results obtained by using the yield to maturity 
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ВВЕДЕНИЕ
По определению, годовая доходность к погаше-
нию (yield to maturity, YTM) — ​это ставка сложных 
процентов, по которой современная (приведен-
ная) стоимость ожидаемого потока платежей по 
облигации равна ее текущей цене. Вид ставки ди-
сконтирования зависит от подхода к определению 
показателя YTM. Существуют два подхода к опре-
делению годовой доходности к погашению об-
лигации 1 — ​по методу номинальной процентной 
ставки и по методу эффективной процентной 
ставки. Согласно первому подходу, если купонные 
платежи по облигации, цена которой Р, произво-
дятся m раз в году, то для дисконтирования чле-
нов денежного потока применяется годовая но-
минальная ставка доходности к погашению ( )mr , 
соответствующая начислению сложных процентов 
m раз в году:
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где А — ​номинал облигации; q — ​сумма отдельно-
го купонного платежа; ti лет (i = 1, 2,…, n) — ​сро-
ки выплаты купонов; Т лет — ​срок до погашения. 
Показатель YTM в виде годовой номинальной 
процентной ставки ( )mr  используется на основа-
нии Федерального закона о справедливом креди-
товании 2 (США, 1969). Согласно данному закону 
годовая ставка доходности к погашению опреде-
ляется следующим образом: 1) рассчитывается 
доходность к погашению за период, равный ми-
нимальному интервалу между выплатами купо-
нов, т. е. за купонный период, равный 1 m  года; 
2) полученная процентная ставка умножается на 
число купонных периодов в году m. Данное прави-
ло вычисления годовой доходности к погашению 

1  Фабоцци Ф. Д. Управление инвестициями. М.: Инфра-М; 
2000:486, 908. Университетский учебник.
2  Шарп У. Ф., Александер Г. Дж., Бэйли Дж. В. Инвестиции. 
М.: Инфра-М; 2018:127. Университетский учебник.

называют рыночным соглашением 3, принятым 
«для уменьшения проблем» участников рынка. 
На основании данного закона на рынках принято 
считать доходностью к погашению именно годо-
вую номинальную ставку доходности [1, c. 65].

Согласно другому подходу по методу эффек-
тивной процентной ставки для дисконтирования 
членов денежного потока применяется годовая 
ставка r, соответствующая начислению сложных 
процентов один раз в году:
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Как следует из работ [2–8], расчет показателя 
YTM по методу эффективной процентной ставки 
используется на российском рынке ценных бумаг, 
в частности, на Московской бирже. Согласно [7, 8] 
метод расчета доходности к погашению в виде эф-
фективной процентной ставки нормативно введен 
Банком России для расчета доходности к погашению 
всей купонной системы государственного долга 
(ОФЗ-АД1, ОФЗ-ПК2 и др.) 4.

Ф. Д. Фабоцци ставку ( )mr  называет приближен-
ной [1, c. 62], что можно объяснить происхожде-
нием ставки ( )mr . Как мы видели, согласно закону 
о справедливом кредитовании, значение ставки 

( )mr  получают формально — ​простым умножением 
ставки за период на число периодов в году, что не 
гарантирует получение точного значения годовой 
ставки.

Роль и значение показателя 
доходности к погашению

Как утверждают Л. Дж. Гитман и М. Д. Джонк, ав-
торы известного руководства по инвестициям [9], 
доходность к погашению — ​это самый важный 

3  Фабоцци Ф. Д. Управление инвестициями. М.: Инфра-М; 
2000:486. Университетский учебник.
4  Письмо Банка России от 19.01.1998 № 28–1–2/39. URL: 
https://gkrfkod.ru/zakonodatelstvo/pismo-banka-rossii-
ot‑19011998-n‑28–1–239/ (дата обращения: 10.08.2021).
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determined by the nominal interest rate method do not agree with the dependence of the duration of the bond on the 
number of coupon payments per year. It is concluded that the yield to maturity determined by the nominal interest rate 
method in research may lead to incorrect results, in contrast to the yield to maturity in the form of an effective interest 
rate. Results of the work can be useful to both the bond issuer and the investor, as well as in theoretical studies of 
investments in bonds.
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и наиболее широко используемый показатель 
оценки облигации. Приведем основные утвержде-
ния о показателе YTM, сформулированные в лите-
ратуре по инвестициям: 1) ставка YTM справедли-
во оцененной облигации 5 примерно равна доход-
ности альтернативных инвестиций со сравнимым 
риском [1]; 2) доходность к погашению — ​это став-
ка доходности инвестиции в облигацию, получа-
емая инвестором при выполнении двух условий: 
инвестор владеет облигацией до момента пога-
шения, а все платежи по облигации реинвестиру-
ются под ставку, равную доходности к погашению 
в момент покупки 6. При этом значительная часть 
прибыли по облигации за период ее действия из-
влекается из реинвестирования купонов [9].

Из второго утверждения следует, что если ин-
вестор придерживается указанной стратегии, то 
доходность к погашению является мерой прибыли 
от инвестиции в облигацию [9, c. 473], при этом по-
казатель YTM отражает минимальную доходность 
инвестиции в облигацию, ожидаемую инвестором 
[9, c. 469].

В связи с особой ролью показателя YTM в оценке 
облигации в литературе значительное внимание 
уделяется факторам, влияющим на данный пока-
затель. Согласно [1] значение YTM облигации есть 
сумма базовой безрисковой процентной ставки 
и премии за риск. Базовая, или эталонная, про-
центная ставка представляет собой доходность 
к погашению казначейской ценной бумаги ана-
логичной длительности. Таким образом, значение 
показателя YTM непосредственно связано с риском 
инвестиции в данную облигацию. Один из основ-
ных видов риска — ​это кредитный риск, т. е. риск 
невыполнения эмитентом своих обязательств по 
выплате платежей по облигации. В связи с этим 
в литературе прежде всего изучается связь доход-
ности облигаций и показателей, характеризующих 
состояние компании-эмитента: рейтинг облига-
ций, структура капитала [показатель DER (debt to 
equity ratio)], рентабельность активов компании 
[показатель ROA (return on assets)], размер фирмы, 
а также факторов, порождающих риски инвестора: 
инфляция, процентный риск облигации, процентная 
ставка, параметры облигации. Подробные списки 
факторов, влияющих на доходность к погашению, 
приведены в монографии [10]. Приведем основ-
ные результаты исследований влияния факторов 

5  Шарп У. Ф., Александер Г. Дж., Бэйли Дж. В. Инвестиции. 
М.: Инфра-М; 2018:421. Университетский учебник.
6  Фабоцци Ф. Дж. Управление инвестициями. М.: Инфра-
М; 2000:494. Университетский учебник.

на показатель YTM, полученные в работах [11–22]. 
В исследованиях [11–20] для получения результатов 
использовались выборки из нескольких десятков 
компаний, выпустивших облигации в определен-
ный период. Данные были проанализированы с ис-
пользованием статистических методов, таких как 
корреляция, регрессия, коэффициент детерминации 
и дисперсионный анализ. Например, в работе [12] 
выборка состояла из 104 корпоративных облига-
ций от 40 компаний, торгуемых на Индонезийской 
фондовой бирже (IDX) в 2017–2018 гг. Для анализа 
использовалась регрессия панельных данных. В ра-
боте [14] результаты получены на основе данных, 
собранных по 67 компаниям и 138 облигациям 
Индонезийского рынка облигаций за период январь 
2015 — ​июль 2016 г. Для анализа и интерпретации 
данных использовался анализ множественной ли-
нейной регрессии. Основные результаты работ 
[11–22] следующие.

Согласно [11, 12, 14, 16, 18, 21] рейтинги об-
лигаций отрицательно коррелируют с YTM. Чем 
выше кредитный рейтинг облигации, тем ниже 
ставка доходности облигации. Компании с низким 
рейтингом облигаций будут предлагать облигации 
с высокой доходностью, чтобы привлечь интерес 
инвесторов и обеспечить больший YTM в качестве 
компенсации за возникновение большего риска. 
Облигации высокого ранга, как правило, выпу-
скаются компаниями с хорошими финансовы-
ми показателями, поэтому риск ниже. Рейтинги 
облигаций учитываются инвесторами в качестве 
ориентира при принятии решений, а также для 
определения уровня риска и ожидаемого значе-
ния YTM.

Инвесторы могут оценить состояние компа-
нии путем сравнения заемного и собственного 
капитала компании. Если собственный капитал 
больше заемного, то компания здорова и ее нелегко 
обанкротить [17]. Соотношение долга и собствен-
ного капитала дает представление о структуре 
капитала компании и позволяет оценить риск 
дефолта по облигации этой компании. Коэффи-
циент DER, равный отношению долга компании 
к собственному капиталу, также называемый пла-
тежеспособностью, — ​это один из способов из-
мерения способности компании выполнять свои 
долгосрочные обязательства. Чем ниже DER, тем 
выше способность компании оплачивать свои 
обязательства. Чем больше долг (DER), тем выше 
ожидаемая доходность [13, 21].

Согласно [10–12] показатель ROA, рентабельность 
активов, иллюстрирует эффективность управления 
активами компании-эмитента. Чем выше коэф-
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фициент рентабельности активов, тем ниже риск 
инвестиции и, соответственно, доходность корпо-
ративных облигаций.

Согласно [11, 12, 15–17, 20] размер компании 
(совокупные активы) имеет значительную отрица-
тельную корреляцию с доходностью к погашению. 
Чем больше размер компании, тем меньше YTM. 
Хотя по результатам [19] размер фирмы не влияет 
на доходность облигаций.

Процентная ставка — ​базовая безрисковая про-
центная ставка, например доходность государст-
венных сертификатов. Как утверждает автор [13], 
процентная ставка — ​это наиболее вероятная для 
использования инвесторами сравнительная мера 
облигаций. Согласно работе [13] в которой приведе-
ны результаты исследования компаний, облигации 
которых торговались на Индонезийской фондовой 
бирже (IDX) с 2009 по 2013 г., оптимальной нормой 
доходности считалась процентная ставка сертифи-
катов Банка Индонезии (SBI). Это связано с тем, что 
SBI поддерживаются и получают полную гарантию 
со стороны правительства, в данном случае Банка 
Индонезии (BI), что заставляет участников рынка 
ценных бумаг рассматривать SBI как дорогостоящие 
и безрисковые сертификаты. В работе [15] в качестве 
базовой процентной ставки используется 7-дневная 
ставка репо Банка Индонезии (BI). Согласно [13, 15, 
18–20] увеличение процентной ставки увеличивает 
доходность облигаций, а снижение ставки снижает 
доходность.

Согласно [21] инфляция валюты, в которой но-
минирован конкретный выпуск, является фунда-
ментальным фактором, определяющим доходность 
корпоративных облигаций. Как утверждают авторы 
[9, c. 467], фактически инвесторов более всего бес-
покоит инфляция. Она подтачивает покупательную 
способность основной суммы займа, что вынуждает 
эмитента компенсировать инфляционные поте-
ри. По исследованию [21], инфляция и доходность 
облигаций находятся в прямой зависимости: чем 
больше инфляция, тем больше YTM.

Согласно [18, 21], как правило, инвесторов ин-
тересует большая премия за риск при покупке дол-
госрочных облигаций, поскольку за долгий срок 
обращения неопределенность выше. Более «длин-
ные» облигации должны обеспечивать инвестору 
дополнительную премию за риск, связанный с более 
высокой дюрацией и процентным риском. Согласно 
[14, 16, 18, 21] срок до погашения имеет значитель-
ную положительную корреляцию с доходностью 
к погашению. Ставка купона также оказывает зна-
чительное положительное влияние на доходность 
облигаций [14].

Согласно [18, 21] облигации, у которых есть оп-
ционы на погашение, имеют более низкую ставку 
доходности. Обеспеченные облигации имеют более 
низкую доходность, в то время как необеспеченные 
облигации имеют более высокую доходность.

В работе [21] рассмотрено влияние такого факто-
ра, как доля государственного участия в компании. 
Менее рисковыми считаются инвестиции в компа-
нии с большой долей государственного участия, так 
как есть гарантия помощи государства в трудных 
экономических условиях. В связи с этим корпора-
тивные облигации частных компаний дают большую 
доходность, чем аффилированные с государством.

Согласно [22] на значение показателя YTM ока-
зывает влияние такой фактор, как качество рас-
крытия нефинансовой информации о компании. 
Согласно [22] компании, которые предоставляют 
более качественную информацию о корпоратив-
ной социальной ответственности, получают более 
высокие оценки и более низкую доходность к по-
гашению при выпуске облигаций.

Как видим, значение показателя YTM отражает 
практически всю информацию, необходимую инве-
стору для принятия решения о покупке облигации. 
Согласно [9, c. 467] доходность к погашению явля-
ется единственным наиболее важным критерием 
на рынке облигаций. Этот критерий предназначен 
для отслеживания состояния рынка, а также для 
определения дохода на вложенный капитал. Данная 
работа посвящена адекватному использованию 
показателя YTM в исследованиях.

ЦЕЛЬ ИССЛЕДОВАНИЯ
Проведенные в работе [23] исследования зависи-
мости цены купонной облигации от числа купон-
ных платежей в году показали, что использова-
ние в формулах для цены облигации доходности 
к погашению по методу номинальной процен-
тной ставки привело к результатам, не имеющим 
экономического смысла в отличие от результатов, 
полученных в работе [24] при использовании до-
ходности к погашению по методу эффективной 
процентной ставки. В связи с этим была постав-
лена задача провести исследование влияния вида 
показателя доходности к погашению на результа-
ты исследований. Была выбрана задача о влиянии 
числа купонных платежей в году на процентный 
риск облигации.

Выбор задачи объясняется следующим образом. 
Необходимо было рассмотреть облигации такого 
же типа, что и в работах [23, 24], т. е. облигации, не 
имеющие кредитного риска, типа ОФЗ на россий-
ском рынке. Как подчеркивается в работе О. В. Бу-
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клемишева [25, с. 208], на рынках инструментов 
с фиксированным доходом без кредитного риска 
основным фактором риска является процентный 
риск — ​возможность изменения цены облигации 
вследствие изменения рыночной процентной став-
ки. Процентный риск облигации оценивают по 
величине относительного (процентного) изменения 
цены облигации ΔP/P при изменении рыночной 
процентной ставки на заданную величину. Согласно 
[1, c. 87] сущность показателя ΔP/P — ​это реакция 
цены облигации на изменение рыночной процен-
тной ставки.

В литературе приводятся сообщения о зависи-
мости показателя ΔP/P от основных параметров 
облигации — ​купонной ставки, срока до погашения 
и доходности к погашению [1, c. 91]. В работе [26] 
получено доказательство зависимости дюрации 
облигации, оценивающей величину ΔP/P, от второ-
степенного параметра облигации — ​числа купонных 
платежей в году m. Однако задача о влиянии данного 
параметра непосредственно на величину ΔP/P ранее 
не рассматривалась. Таким образом, для достижения 
цели работы была выбрана задача, которая, с одной 
стороны, не рассматривалась ранее. С другой сто-
роны, результат решения этой задачи предсказуем 
на основании ранее проведенных исследований. 
В данной работе решение задачи получено для двух 
подходов к определению доходности к погашению 
облигации: по методу номинальной процентной 
ставки и по методу эффективной процентной став-
ки. Необходимо было установить, какой из двух 
видов доходности к погашению позволит получить 
результаты, согласующиеся с зависимостью дюра-
ции облигации от числа купонных платежей в году, 
установленной в работе [26].

МЕТОДЫ
Для решения задачи использовались методы 
дифференциального исчисления. Предположим, 
в данный момент на рынке имеется облигация 
с доходностью к погашению y, где ( )my r=  или 
y r=  — ​начальная годовая номинальная или 
эффективная ставка доходности. Цена облига-
ции равна ( )P y . Изменение цены облигации 
будем рассматривать для мгновенного измене-
ния рыночной процентной ставки, аналогично 
Ф. Д. Фабоцци [1, c. 89]. Пусть у  — ​доходность об-
лигации, номинальная ( )mу r=   или эффективная 

�у r=  , в результате мгновенного изменения ры-
ночной процентной ставки. Цена облигации ста-
нет равной ( )P y .

Относительное (процентное) изменение цены 
облигации в результате изменения рыночной про-

центной ставки на величину yy y∆ = −  равно по 
определению 7:

                        ( ) ( ) ( )

( ) ( )

P y P y P y

P y P y

∆ −=


. � (1)

Так как цена облигации является убывающей 
функцией доходности, то ( ) ( )P y yP>  при у у<  
и  ( ) ( )P y yP<  при у у> . Тогда из (1) следует, 
что ( ) ( ) 0P y P y∆ >  при снижении процен-
тной ставки и  ( ) ( ) 0P y P y∆ <  при увеличе-
нии процентной ставки. Как уже отмечалось, по 
величине ( ) ( )P y P y∆  оценивают процентный 
риск облигации. Поскольку ( ) ( )P y P y∆  мо-
жет быть положительным или отрицательным, 
то для удобства будем рассматривать модуль 
этой величины ( ) ( )P y P y∆ . По определению, 
эта величина неотрицательна. Следовательно, 

( ) ( )P y P y∆  — ​это процентное изменение цены 
облигации при изменении доходности к пога-
шению на величину y∆ , взятое без знака. Знак 

( ) ( )P y P y∆  означает процентный рост или 
процентное снижение цены облигации. Таким 
образом, имеем задачу о зависимости величины 

( ) ( )P y P y∆  от параметра m.

Критерий 
выбора результатов

Как уже отмечалось, решение задачи о зависи-
мости величины ( ) ( )P y P y∆  от параметра m 
получено для двух подходов к определению до-
ходности к погашению облигации: по методу 
номинальной процентной ставки и по методу 
эффективной процентной ставки. Для получе-
ния критерия выбора результатов использова-
лась установленная в работе [26] зависимость 
дюрации облигации, оценивающей величину 

( ) ( )P y P y∆ , от числа купонных платежей в году 
m. Согласно [26] при фиксированных значениях 
основных параметров дюрация облигации умень-
шается с увеличением параметра m:

        
2 1m m m mD D= =< , где 1 2m m< . � (2)

Как известно [27, c. 751], дюрация Маколея D 
связана с величиной процентного риска облигации 
по формуле:

( ) ( )
1

y
P y P y D

y

∆∆ ≈ −
+

.

7  Энциклопедия финансового риск-менеджмента. Ло-
банов А. А., Чугунов А. В., ред. М.: Альпина Бизнес Букс; 
2005:59.
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Отсюда

                    
| |

( ) ( ) .
1

y
P y P y D

y

∆∆ ≈
+ � (3)

Тогда на основании формул (2) и (3) можно сфор-
мулировать критерий выбора результатов:

   2 1
,( ) ( ) ( ) ( )

m m m m
P y P y P y P y= =∆ < ∆  �(4)

где 1 2m m< , ( )my r=  или y r= .
Cоотношение (4) означает, что с увеличением 

параметра m процентный риск облигации дол-
жен уменьшаться. Цель работы — ​установить, 
какой из двух видов доходности к погашению 
позволит получить результаты, удовлетворяющие 
критерию (4).

Алгоритм решения задачи
Для изучения влияния параметра m, где m = 1, 2, …, 
на величину ( ) ( )P y P y∆  рассмотрим вспомога-
тельную функцию ( , )x yϕ , где ( 1x ≥ , 0 1y< < ). 
Переменная y имеет смысл доходности к погаше-
нию облигации, ( )my r=  или y r= . Выражения 
для функции ( , )x yϕ  получим из соответствую-
щих выражений для цены облигации путем заме-
ны дискретной переменной m на непрерывную 
переменную 1x ≥ . Функция ( , )x yϕ  и цена об-
лигации при уровнях доходности y и  y  связаны 
соотношениями:

( ),( )m y P y=ϕ , ( ) ( ),m y P yϕ = ,

где m — ​целое положительное число, ( )mу r=   или 
�у r=  .
Тогда

           ( ) ( )( ) ( ) , ,P y P y m y m y∆ = ∆ϕ ϕ .�  (5)

Функция ( , )x yϕ  дифференцируема по пере-
менным х и у. Влияние переменной х на поведение 
функции ( ) ( ), ,x y x y∆ϕ ϕ  будем изучать путем 
дифференцирования этой функции по перемен-
ной х.

При у у<  получим:

( , ) ( , ) ( , )
1

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )( , )
.

( , ) ( , ) ( , )

x x x

x x

x y x y x y

x y x y x y

x y x yx y

x y x y x y

′ ′ ′   ∆ϕ ∆ϕ ϕ= = − =   ϕ ϕ ϕ   

 ϕ ϕ′ ′ϕ= − ϕ ϕ ϕ 








(6)

При у у>  получим:

( , ) ( , ) ( , )
1

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )( , )
.

( , ) ( , ) ( , )

x x x

x x

x y x y x y

x y x y x y

x y x yx y

x y x y x y

′ ′ ′   ∆ϕ ∆ϕ ϕ= − = − =   ϕ ϕ ϕ   

 ϕ ϕ′ ′ϕ= − ϕ ϕ ϕ 








(7)

Чтобы установить знак производной 
( , )

( , )
x

x y

x y

′∆ϕ
ϕ

 

в выражениях (6) и (7), необходимо установить знак  
 
разности 

( , ) ( , )

( , ) ( , )
x xx y x y

x y x y

 ϕ ϕ′ ′
− ϕ ϕ 





 в (6) и знак разности 

( , ) ( , )

( , ) ( , )
x xx y x y

x y x y

 ϕ ϕ′ ′
− ϕ ϕ 





 в (7). В свою очередь, чтобы  
 
установить знаки этих выражений, необходимо 
исследовать на монотонность по переменной  
 
у функцию 

( , )

( , )
x x y

x y

ϕ′
ϕ .

Этот алгоритм действий использован в каждом 
из двух решений задачи. Решения получены при 
заданных значениях основных параметров облига-
ции: сроке до погашения T лет, где 1T >  (иначе при 
m = 1 облигация не является купонной), купонной 
ставке f и начальной доходности к погашению ( )mr  
или r. Рассматривались относительные изменения 
цены облигации, не содержащей накопленного 
купонного дохода.

РЕЗУЛЬТАТЫ  
И ИХ ОБСУЖ ДЕНИЕ

Теорема 1. При заданных сроке до погашения, ку-
понной ставке и начальной доходности к погаше-
нию ( )mr , определенной по методу номинальной 
процентной ставки, процентное изменение цены 
облигации при изменении рыночной процентной 
ставки на заданную величину увеличивается 
с увеличением числа купонных платежей в году.

Доказательство. По условию, ( )mr  — ​начальная 
доходность к погашению облигации, определенная 
по методу номинальной процентной ставки. Тогда 
цена облигации в начальный момент равна:

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
1 1 1

n

i T m
i

m

m m
P r

r m r m

q A

=

= +
+ +

∑ , (8)

где (1 )q m Af=  — ​сумма отдельного купонно-
го платежа. Если ( )mr  — ​доходность к погашению 
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облигации в результате мгновенного изменения 
рыночной ставки на заданную величину, то цена 
облигации станет равной:

   ( )
( ) ( )1

.

1 1

nm
i Tmi m m

q A
P r

r r

m m

=
= +

   
+ +   

   

∑

 

� (9)

Формула (8) преобразуется к виду:

( ) ( )
( )

( ) ( )( )1
1 .

T mm

m
m m

A

r m

f f
P r A

r r+

 = − +  

Вспомогательная функция в этом случае имеет 
вид:

( ) ( ),
1, A

х у

f f
A

у у
x y

α
 

ϕ = − +  
,

где ( ) ( )1,
T x

y xх y +α = , 1х ≥ , ( )mу r= . Тогда

( ) ( ) ( )2
, 1

,
,x x

A f
x y

yx y
x y

 
ϕ = − α −′ ′   α

,

 

( )
( )

( )( )

,
1

,( , )

( , ) , 1 1

x

x

x y f

x y yx y
fx y x y
y

α′  −  αϕ′
=

ϕ α − +
.

Используем разложения функций ( ),x yα , 

( )
( )

,

,
x x y

x y

α′
α  в степенные ряды:

( )
2

2 21
1

2 2
,

T y
Ty T y

x
x y ≈ + + −α ,

 
( )

( )
2, 1

, 2
x x y y

T
x y x

α′  ≈   α
,

где 0 1у< < . Получим:

( )2

2

( , ) 1

1( , ) 2
1

2

x
f y yx y

T
fTx y x

fT T y
x

−ϕ′
≈

ϕ  + + −  

.

Дифференцируя функцию 
( , )

( , )
x x y

x y

ϕ′
ϕ  по пере-

м е н н о й  у ,  п ол у ч и м  з н а к  п р о и з в од н о й 
 
 ( , )

0
( , )

x

y

x y

x y

′ ϕ′
< ϕ 

. Значит, 
( , )

( , )
x x y

x y

ϕ′
ϕ  — ​убывающая 

функция переменной у. Тогда, если у у< , то 

( , ) ( , )

( , ) ( , )
x xx y x y

x y x y

ϕ ϕ′ ′
>

ϕ ϕ




 и выражение (6) имеет знак:

( , ) ( , )( , ) ( , )
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x x

x

x y x yx y x y

x y x y x y x y

′  ϕ ϕ′ ′∆ϕ ϕ= − > ϕ ϕ ϕ ϕ 






.

Если же у у> , то 
( , ) ( , )

( , ) ( , )
x xx y x y

x y x y

ϕ ϕ′ ′
<

ϕ ϕ




 и выраже-

ние (7) имеет знак:

( , ) ( , )( , ) ( , )
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x x

x

x y x yx y x y

x y x y x y x y

′  ϕ ϕ′ ′∆ϕ ϕ= − > ϕ ϕ ϕ ϕ 






.

Таким образом, при любых значениях ставки 
 

( )mу r=   производная 
( , )

0
( , )

x

x y

x y

′∆ϕ >
ϕ

. Это означа-

ет, что функция 
( , )

( , )

x y

x y

∆ϕ
ϕ  является возрастающей  

 
по переменной х. Значит, если 1 21 m m≤ < , то

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , ,m y m y m y m y∆ϕ ϕ < ∆ϕ ϕ .

Учитывая соотношение (5), получим:

1 2

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )m m m m

m mm m
P r P r P r P r

= =
∆ < ∆ , 

где 1 2m m< .
Чем чаще выплачиваются купоны, тем больше 

процентное изменение цены облигации при изме-
нении рыночной ставки на заданную величину, т. е. 
тем больше процентный риск облигации. При этом

   

( )( )
( )( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

1

lim 1

1

m

m

Trm
m m

mm Tr
m m

f f
eP r r r

f fP r e
r r

−

→∞ −

 − + ∆  
= −

 − +  



 

. �(10)

Теорема доказана.

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ И ИНСТРУМЕНТАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ В ЭКОНОМИКЕ /  
MATHEMATICAL AND INSTRUMENTAL METHODS IN ECONOMICS



FINANCE: THEORY AND PRACTICE   Vol. 27,  No. 3’2023  financetp .fa.ru 133

Вычисления. В табл. 1 приведены вычисления 
величины ( ) ( )( ) ( )m mP r P r∆  для значений доход-
ности ( ) ( )m mr r<  и  ( ) ( )m mr r>  при заданных зна-
чениях основных параметров облигации: T = 5 лет, 
f = 6%, ( )mr  = 6%. Цены вычислены по формулам (8) 
и (9), значения пределов — ​по формуле (10).

Как видим, результаты вычислений подтвер-
ждают утверждение теоремы 1. Доказательство 
теоремы 1 показало, что результат использования 
доходности к погашению в виде номинальной про-
центной ставки оказался неудовлетворительным 
из-за его несоответствия критерию (4).

Рассмотрим другое решение задачи.
Теорема 2. При заданных сроке до погашения, 

купонной ставке и начальной доходности к пога-
шению r, определенной по методу эффективной 
процентной ставки, процентное изменение цены 
облигации при изменении рыночной процен-

тной ставки на заданную величину уменьшается 
с увеличением числа купонных платежей в году.

Доказательство. По условию, r — ​начальная 
доходность к погашению облигации, определенная 
по методу эффективной процентной ставки. Тогда 
цена облигации в начальный момент вычисляется 
по формуле:

 
               ( )

( ) ( )1 1 1

n

i m T
i

P r
r r

q A

=

= +
+ +

∑ .�  (11)

Если r  — ​доходность к погашению облигации 
в результате мгновенного изменения рыночной 
ставки на заданную величину, то цена облигации 
станет равной:

              ( )
( ) ( )1

.
11

n

i Ti
m

q A
P r

rr
=

= +
++

∑





� (12)

Формула (11) преобразуется к виду:

1

1
( ) 1

(1 )
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1
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P r Af

r
r

r
m

 
= − +    + 

+ − 
 

+
.

Вспомогательная функция в этом случае имеет 
вид:

1
( , ) 1 ( , )

(1 )(1 ) TT

A
x y Af x y
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, 1x ≥ , y r= . Тогда
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Отсюда

( )
( )

( , )
(1 ) 1

( , ) ( , )
1( , ) (1 ) 1

( , )

T x

x

T

x y
f y

x y x y

x y f y
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β′+ −
ϕ′ β=
ϕ + − +

β

.

Таблица 1 / Table1
Зависимость ( ) ( )( ) ( )m mP r P r∆   
от параметра m / Dependence 

 ( ) ( )( ) ( )m mP r P r∆  on the Parameter ‘m’

( ) ( )( ) ( )m mP r P r∆

m / ( )mr 5% 7%

1 0,04329 0,04100

2 0,04376 0,04158

3 0,04392 0,04178

4 0,04400 0,04188

5 0,04405 0,04194

6 0,04408 0,04198

7 0,04410 0,04201

8 0,04412 0,04203

9 0,04413 0,04205

10 0,04414 0,04206

15 0,04418 0,04211

20 0,04419 0,04213

( )

( )

( )
lim

( )m

m

m

P r

P r→∞

∆ 0,04424 0,04219

Источник / Source: составлено автором / Compiled by the 
author.
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Используем приближенные равенства:
1

21 1 1
(1 ) 1 1

( , ) 2
xx y y y

x y x

   = + − ≈ + −    β  
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где 0 1у< < . Получим:
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Дифференцируя функцию 
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<
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
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 и выражение (6) имеет знак:
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Если же у у> , то 
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x xx y x y
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ϕ ϕ′ ′
>

ϕ ϕ

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 и выра-

жение (7) имеет знак:
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Таким образом, при любых значениях ставки 
 
у r=   производная 

( , )
0

( , )
x

x y

x y

′∆ϕ <
ϕ

. Это означает, 

что функция ( , )

( , )

x y

x y

∆ϕ
ϕ

 является убывающей по 

переменной х. Значит, если 1 21 m m≤ < , то

( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 1, , , ,m y m y m y m y∆ϕ ϕ < ∆ϕ ϕ .

Учитывая соотношение (5), получим:

2 1
( ) ( ) ( ) ( ) mm m mP r P r P r P r= =∆ < ∆ , 

где 1 2m m< .
Чем чаще выплачиваются купоны, тем меньше 

процентное изменение цены облигации при изме-
нении рыночной процентной ставки на заданную 
величину, т. е. тем меньше процентный риск обли-
гации. При этом

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
1

ln 11 1
lim 1

1 1 1
1

ln 11 1

T T

m

T T

f
rr rP r

P r
f

rr r

→∞

 
− +   ++ +∆  

= −
 

− +   ++ + 



  . � (13)

Теорема доказана.

Таблица 2 / Table 2
Зависимость ( ) ( )P r P r∆  от параметра m / 

Dependence ( ) ( )P r P r∆  on the Parameter ‘m’

( ) ( )P r P r∆

m / r 5% 7%

1 0,04935 0,04100

2 0,04545 0,04035

3 0,04414 0,04014

4 0,04349 0,04003

5 0,04310 0,03996

6 0,04284 0,03992

7 0,04266 0,03989

8 0,04252 0,03986

9 0,04241 0,03985

10 0,04232 0,03983

15 0,04206 0,03979

20 0,04193 0,03977

( )
lim

( )m

P r

P r→∞

∆ 0,04191 0,03970

Источник / Source: составлено автором / Compiled by the 
author.
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Вычисления. В табл. 2 приведены вычисления 
величины ( ) ( )P r P r∆  для значений доходности 
r r<  и  � �r r>  при заданных значениях основных 
параметров облигации: T = 5 лет, f = 6%, r = 6%. Цены 
вычислены по формулам (11) и (12), значения пре-
делов — ​по формуле (13).

Как видим, результаты вычислений подтвер-
ждают утверждение теоремы 2 и соответствуют 
критерию (4).

ВЫВОДЫ
Установлена зависимость результатов исследо-
ваний влияния частоты купонных платежей на 
процентный риск облигации от вида показате-
ля доходности к погашению. Использование до-
ходности к погашению, определенной по мето-
ду эффективной процентной ставки, позволило 
получить результаты для процентного риска 
облигации, согласующиеся с зависимостью дю-
рации облигации от числа купонных платежей 
в году. На основании этих согласующихся меж-
ду собой зависимостей от параметра m мож-
но сформулировать зависимость процентного 
риска облигации от числа купонных платежей 

в году: при заданных сроке до погашения, ку-
понной ставке и начальной доходности чем 
чаще выплачиваются купоны, тем меньше про-
центный риск облигации.

Использование показателя доходности к по-
гашению, определенного по методу номиналь-
ной процентной ставки, не позволило получить 
результаты, которым можно дать экономическое 
объяснение, что аналогично результату использова-
ния данного показателя в задаче о цене облигации 
[23]. Можно сделать вывод: рыночное соглашение 
о доходности к погашению в виде номинальной 
процентной ставки, хотя и имеет преимущественное 
использование на рынке, в исследованиях может 
приводить к некорректным результатам. Будучи 
формально введенным для удобства участников 
рынка, данный показатель является приближенным 
значением доходности к погашению облигации, 
что можно рассматривать как основную причину 
расхождения результатов.

Результаты работы могут быть полезны как 
эмитенту облигаций при конструировании пара-
метров облигации, так и инвестору при принятии 
инвестиционных решений.
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